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9 êëàññ

Çàäà÷à �1. Ôîòîãðàôèÿ

g⃗

1

2

Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè âïëîòíóþ
äðóã ê äðóãó ðàñïîëîæåíû äâà íåáîëüøèõ øà-
ðèêà 1 è 2. Èì îäíîâðåìåííî ñîîáùèëè ñêîðî-
ñòè âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî øàðèêè íà÷àëè äâèãàòü-
ñÿ â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, íå ñòàëêè-
âàÿñü. Â ìîìåíò, áëèçêèé ê ïàäåíèþ øàðèêà
1, áûëà ñäåëàíà ôîòîãðàôèÿ, çàôèêñèðîâàâøàÿ
ïîëîæåíèÿ îáîèõ øàðèêîâ (ñì. ðèñóíîê). Ïðè
ýòîì íè îäèí èç íèõ åù¼ íå êàñàëñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ñîïðîòèâëåíè-
åì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9,8 ì/ñ2.

Ôîòîãðàôèÿ ñ ïîëîæåíèÿìè øàðèêîâ ïðèâåäåíà â çàäàííîì ìàñøòàáå íà îò-
äåëüíîì ëèñòå. Âñå íåîáõîäèìûå ïîñòðîåíèÿ âûïîëíÿéòå ïðÿìî íà íåé.

1. Íàéäèòå âðåìÿ t ïîë¼òà øàðèêà 1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíûì.

2. Êàêèå ñêîðîñòè v1 è v2 ñîîáùèëè øàðèêàì 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî?

Çàäà÷à �2. Ñïèöà

m

2m

g⃗

Ðèñ. 1

Ïðîâîëîêà çàêðåïëåíà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè è ñî-
ñòîèò èç ïðÿìîãî îòðåçêà è ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñîì R, êî-
òîðûå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â âåðõíåé òî÷êå (ñì. ðèñóíîê 1).
Íà ïðÿìîì ó÷àñòêå ðàñïîëîæåí ãðóç ìàññîé m, íà ïîëó-
îêðóæíîñòè � ãðóç ìàññîé 2m. Ãðóçû ñîåäèíåíû íåâåñîìîé
íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, òðåíèå îòñóòñòâóåò. Íà äîïîëíèòåëü-
íîì áëàíêå èçîáðàæåíû ïîëîæåíèÿ ãðóçîâ ïðè ðàâíîâåñèè
ñèñòåìû, ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ è íà÷åð÷åíà ìàñøòàáíàÿ ñåòêà.

1. Âîññòàíîâèòå ðàñïîëîæåíèå ïðîâîëîêè ïî èçîáðàæ¼ííîé ñèñòåìå ãðóçîâ
è îïðåäåëèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ R ïîëóîêðóæíîñòè.

R

m

g⃗
R

h
µ

Ðèñ. 2

Íå èçìåíÿÿ ôîðìó ïðîâîëîêè, ãðóç ìàññîé 2m çàìåíèëè
íà íåâåñîìîå êîëå÷êî, ñîåäèí¼ííîå ñ òåëîì m íèòüþ äëèíîé
R (ñì. ðèñóíîê 2). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ïðîâîëîêîé
è êîëå÷êîì ðàâåí µ.

2. Ïðè êàêèõ ðàññòîÿíèÿõ h ìåæäó èçëîìîì ïðîâîëîêè
è ãðóçîì m ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè?
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Çàäà÷à �3. Íàåçä

g⃗
F⃗

m

H

Ðèñ. 1

Èç ãëàäêîé ïðîâîëîêè, çàêðåïë¼í-
íîé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, èçãî-
òîâëåíà ãîðêà âûñîòîé H, ñîñòîÿùàÿ
èç äâóõ ÷åòâåðòåé îêðóæíîñòè, ñîåäèíÿ-
þùèõ ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñòêè (ñì. ðèñó-
íîê 1). Â íà÷àëüíîé òî÷êå ãîðêè ïîêîèò-
ñÿ ìàëåíüêàÿ áóñèíêà ìàññîé m, íàäåòàÿ
íà ïðîâîëîêó. Ê íåé ïðèëîæåíà ïîñòîÿí-
íàÿ ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíèþ ñèëà F⃗ .

1. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñèëû Fmin 1, ïðè êîòîðîì áóñèíêà
ìîæåò ïðåîäîëåòü ãîðêó, åñëè ñèëà íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî.

2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ìîäóëü ñèëû Fmin 2, ïðè êîòîðîì áóñèíêà ìîæåò
ïðåîäîëåòü ãîðêó. Ïîä êàêèì óãëîì αopt ê ãîðèçîíòàëè äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà
ñèëà â ýòîì ñëó÷àå?

g⃗
F⃗

m

H

s

Ðèñ. 2

Ïóñòü òåïåðü ìîäóëü ñèëû ïîñòîÿ-
íåí, à å¼ íàïðàâëåíèå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Áóñèíêà íàõîäèòñÿ
íà ðàññòîÿíèè s îò íà÷àëà ãîðêè (ñì. ðè-
ñóíîê 2).

3. Ïðè F = |F⃗ | = mg/2 íàéäèòå ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå s, ïðè êîòîðîì áó-
ñèíêà ìîæåò ïðåîäîëåòü ãîðêó. Îïèøèòå
êàê äîëæíî ìåíÿòüñÿ íàïðàâëåíèå ñèëû
F⃗ , ÷òîáû ýòî ñòàëî âîçìîæíûì.

Çàäà÷à �4. Òåïëîîáìåííèê

x, ì

α

0 1 2 3 4 5

0.1

0.2

0.3

0.4

Òåïëîîáìåííèê ñîñòîèò èç äâóõ êîàê-
ñèàëüíûõ òðóá äëèíîé L = 5 ì. Ïî âíóò-
ðåííåé òðóáå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè îñè x òå÷¼ò ñìåñü âîäû è ëüäà ñ ìàñ-
ñîâûì ðàñõîäîì µõ = 0,70 êã/ñ. Ïî âíåø-
íåé òðóáå âñòðå÷íûì ïîòîêîì òå÷¼ò ãî-
ðÿ÷àÿ âîäà ñ µã = 0,50 êã/ñ, òåìïåðà-
òóðà Tã êîòîðîé ïðè x = L ñîñòàâëÿåò
60 ◦C. Óñòðîéñòâî òåïëîîáìåííèêà òàêî-
âî, ÷òî çàâèñèìîñòü ìàññîâîé äîëè α(x)
ëüäà îò êîîðäèíàòû x èìååò âèä, ïîêà-
çàííûé íà ãðàôèêå. Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âíóòðåííåé òðóáû ïîñòîÿííà
è ðàâíà S = 100 ñì2.
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Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà λ = 3,35 · 105 Äæ/êã, óäåëüíàÿ òåïëî¼ì-
êîñòü âîäû c = 4,2·103 Äæ/(êã·Ê), ïëîòíîñòè âîäû è ëüäà ðàâíû ρâ = 1000 êã/ì3

è ρë = 900 êã/ì3 ñîîòâåòñòâåííî. Òåïëîïîòåðÿìè â îêðóæàþùóþ ñðåäó è òåïëî-
¼ìêîñòüþ ñòåíîê ïðåíåáðå÷ü.

1. Íàéäèòå òåìïåðàòóðó ãîðÿ÷åé âîäû Tã â ñå÷åíèè ñ êîîðäèíàòîé x = 0.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû Tã(x) ãîðÿ÷åé âîäû îò êîîð-

äèíàòû.
3. Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè v(x) ñìåñè âîäû è ëüäà îò êîîðäèíàòû.

Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ñìåñè îäèíàêîâà ïî âñåìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ.

Çàäà÷à �5. Ìîñòû

r R2

rR1

U0

A B

Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà
íà ðèñóíêå, ñîñòîèò èç ðåçèñòîðîâ ñîïðîòèâëåíèÿ-
ìè R1, R2, r (R1 ̸= R2) è èäåàëüíîãî èñòî÷íèêà ïîñòî-
ÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0. Ê âûâîäàì A è B ïîäêëþ÷àþò
âòîðîé èäåàëüíûé èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ.
Ïðè îäíîé åãî ïîëÿðíîñòè íà ðåçèñòîðàõ R1 è R2 ìîù-
íîñòü íå âûäåëÿåòñÿ, à ïðè äðóãîé ïîëÿðíîñòè íà íèõ
âûäåëÿþòñÿ îäèíàêîâûå íåíóëåâûå ìîùíîñòè.

Ñ÷èòàÿ çàäàííûìè ñîïðîòèâëåíèÿ R1, R2 è íà-
ïðÿæåíèå U0, îïðåäåëèòå:

1. íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà, ïîäêëþ÷àåìîãî ê A è B;
2. ñîïðîòèâëåíèå r;
3. ïîêàçàíèå R îììåòðà, ïîäêëþ÷åííîãî ê âûâîäàì A è B, åñëè ÝÄÑ è âíóò-

ðåííåå ñîïðîòèâëåíèå îììåòðà ðàâíû E0 è r0.
Îììåòð ïîêàçûâàåò îòíîøåíèå íàïðÿæåíèÿ íà åãî âûâîäàõ ê ñèëå òîêà, ïðî-

òåêàþùåãî ÷åðåç íåãî.
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10 êëàññ

Çàäà÷à �1. Âñïëûâàþùèé áðóñîê

Íà äíå ñîñóäà ñ ïëîñêèì ãîðèçîíòàëüíûì äíîì ëåæèò äëèííûé îäíîðîäíûé
áðóñîê, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòî-
ðîíàìè a è b = a

√
7/3 (ñì. ðèñ.). Â ñîñóä ìåäëåííî íàëèâàþò âîäó.

b

a

Ïðè êàêîé âûñîòå H óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå áðóñîê ïåðåñòàíåò êàñàòüñÿ äíà?
Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà áðóñêà ðàâíà 50% îò ïëîòíîñòè âîäû. Äëèíà áðóñêà ìíîãî
áîëüøå a. Èç-çà øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòåé áðóñêà è äíà ñîñóäà âîäà ñâîáîäíî
ïîäòåêàåò ìåæäó íèìè.

Çàäà÷à �2. Äâîå ïðîòèâ âåòðà

Ñ âûñîêîãî, íî óçêîãî ìîñòà íàä ðåêîé îäíîâðåìåííî è ïðàêòè÷åñêè èç îä-
íîé òî÷êè O áðîñèëè äâà îäèíàêîâûõ øàðèêà: ïåðâûé � ïîä óãëîì α1 = 10◦

ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðîñòüþ v10 = 8 ì/ñ, âòîðîé � ïîä óãëîì α2 = 50◦ ê ãîðèçîíòó
(ñì. ðèñ.).

v⃗10

v⃗20

α1

α2

g⃗

u⃗

O

Â ðàéîíå ìîñòà äóåò ñèëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé âåòåð, â ðåçóëüòàòå ÷åãî øàðè-
êè ñïóñòÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ ñòàëè äâèãàòüñÿ ïî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì,
âñ¼ âðåìÿ íàõîäÿñü íà îäíîé âåðòèêàëè íà ðàññòîÿíèè L = 6 ì äðóã îò äðóãà.
Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé øàðèê óïàë â âîäó ñïóñòÿ τ = 5 ñ ïîñëå áðîñêà, à âòî-
ðîé óïàë ïîçäíåå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè âåòðà âñþäó
îäèíàêîâû è íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, îïðåäåëèòå:

1. íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü âòîðîãî øàðèêà v20;
2. âûñîòó ìîñòà H íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû;
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3. ñêîðîñòü âåòðà u, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáà øàðèêà ïåðåñåêëè âåðòèêàëü,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O, íà îäèíàêîâîì îò íå¼ ðàññòîÿíèè.

Òðàåêòîðèè îáîèõ øàðèêîâ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé âåêòî-
ðó u⃗. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà øàðèê ñî ñòîðîíû âîçäóõà, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
F⃗ = −kv⃗îòí, ãäå v⃗îòí � ñêîðîñòü øàðèêà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà, à k � êîýô-
ôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèìèòå ðàâíûì
g = 10 ì/ñ2.

Çàäà÷à �3. Ãàçèðîâêà ïîä ïîðøíåì

CO2

CO2

g⃗

q

Âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä
ðàçäåë¼í íà äâå ðàâíûå ÷àñòè îáú¼ìîì V0 = 6,6 ë êàæ-
äàÿ ë¼ãêèì ãîðèçîíòàëüíûì ãàçîíåïðîíèöàåìûì ïîðø-
íåì, êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ áåç òðåíèÿ. Ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà S = 128 ñì2. Â îáåèõ ÷àñòÿõ
ñîñóäà íàõîäÿòñÿ îäèíàêîâûå êîëè÷åñòâà óãëåêèñëîãî ãà-
çà ïðè äàâëåíèè P0 = 164 êÏà è òåìïåðàòóðå T0 = 274 Ê.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ â íèæíþþ ÷àñòü ñîñóäà ÷å-
ðåç êëàïàí â åãî äíå íà÷èíàåò ìåäëåííî ïîñòóïàòü õîëîä-
íàÿ âîäà ñ ïîñòîÿííûì îáú¼ìíûì ðàñõîäîì q = 0,004 ë/ñ.
Ïîñòóïèâøàÿ âîäà ïîñòîÿííî ïåðåìåøèâàåòñÿ òàê, ÷òî
óãëåêèñëûé ãàç ðàñòâîðÿåòñÿ â íåé äî ðàâíîâåñíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Òåìïåðàòóðà âîäû è ãàçà â îáåèõ ÷àñòÿõ ñîñóäà
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé T0. Ðàáîòà íàñîñà, ïîäàþùåãî âîäó, ïðåêðà-
ùàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà äàâëåíèå ãàçà â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ
Pêð = 410êÏà.

Êîãäà óãëåêèñëûé ãàç íàõîäèòñÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè, ìàññà CO2,
ðàñòâîð¼ííîãî ïðè òåìïåðàòóðå T0 â 1 ì3 æèäêîñòè, â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè
ðàâíà µð = k · P , ãäå k = 3,17 · 10−5 êã/(Ïà · ì3), à P � ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå
óãëåêèñëîãî ãàçà, êîíòàêòèðóþùåãî ñ ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè (çàêîí Ãåíðè).

Ìîëÿðíàÿ ìàññà óãëåêèñëîãî ãàçà M = 44 ã/ìîëü, óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ R = 8,31 Äæ/(Ê · ìîëü). Äàâëåíèåì íàñûùåííûõ ïàðîâ âîäû, èçìå-
íåíèåì îáú¼ìà âîäû ïðè ðàñòâîðåíèè â íåé ãàçà è îáú¼ìîì êëàïàíà ïðåíåáðå÷ü.

1. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ è â êàêîì íàïðàâëåíèè äâèæåòñÿ ïîðøåíü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè?

2. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ íàñîñà äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå
äàâëåíèå â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà?

3. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå äàâëåíèå â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà çà âðåìÿ ðàáî-
òû íàñîñà.

4. Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîðàáîòàë íàñîñ äî ñâîåãî âûêëþ÷åíèÿ?
5. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè îáú¼ìà ãàçà â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà îò

âðåìåíè. Óêàæèòå íà í¼ì êîîðäèíàòû õàðàêòåðíûõ òî÷åê.
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Çàäà÷à �4. Ãàíòåëü â ïîëîñòè

Â ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîì ïî îáú¼ìó î÷åíü äëèííîì íåïðîâîäÿùåì öèëèí-
äðå ðàäèóñîì R âûñâåðëèëè öèëèíäðè÷åñêóþ ïîëîñòü ðàäèóñîì R/2. Îñü ïîëî-
ñòè ïàðàëëåëüíà îñè öèëèíäðà, ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè ðàâíî R/2. Öèëèíäð
çàêðåïë¼í â ïîëå òÿæåñòè òàê, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñè öèëèíäðà
è ïîëîñòè, ãîðèçîíòàëüíà (ðèñ. à). Èçâåñòíî, ÷òî íåáîëüøîé øàðèê ìàññîé m, çà-
ðÿæåííûé çàðÿäîì q òîãî æå çíàêà, ÷òî è çàðÿä öèëèíäðà, îòïóùåííûé èç òî÷êè
íà îñè ïîëîñòè áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ñòîëêí¼òñÿ ñî ñòåíêîé ïîëîñòè ÷åðåç

âðåìÿ τ =
√√

2R/(2g), ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

ρg⃗

R

R/2

(à)

ρ

3R/8

g⃗

2q,m q,2m

(á)

1. Îïðåäåëèòå îáú¼ìíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà öèëèíäðà ρ.
Â ïîëîñòè öèëèíäðà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè çàêðåïëÿþò ãëàäêîå íåïðî-

âîäÿùåå êîëüöî ðàäèóñîì 3R/8, òàê ÷òî öåíòð êîëüöà ëåæèò íà îñè ïîëîñòè.
Íà êîëüöî íàäåâàþò äâå ìàëåíüêèå áóñèíêè è øàðíèðíî ñîåäèíÿþò èõ ë¼ãêèì
ñòåðæíåì äëèíîé 3

√
2R/8. Çàðÿäû è ìàññû áóñèíîê ðàâíû 2q,m è q, 2m ñîîò-

âåòñòâåííî. Ñèñòåìó èç áóñèíîê è ñòåðæíÿ óäåðæèâàþò òàê, ÷òî ñòåðæåíü ãî-
ðèçîíòàëåí (ðèñ. á). Ñèñòåìó îòïóñêàþò, è îíà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ
ïî êîëüöó.

2. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü áóñèíîê â ïðîöåññå èõ äâèæåíèÿ.
3. Îïðåäåëèòå ñèëó, ñ êîòîðîé ñòåðæåíü äåéñòâóåò íà áóñèíêó â ìîìåíò, êîãäà

ñêîðîñòü áóñèíîê ìàêñèìàëüíà.
4. Îïðåäåëèòå ñèëû, ñ êîòîðûìè êàæäàÿ èç áóñèíîê äåéñòâóåò íà êîëüöî â

ìîìåíò, êîãäà ñêîðîñòü áóñèíîê ìàêñèìàëüíà.
Êîëüöî íàõîäèòñÿ âäàëè îò òîðöîâ öèëèíäðà.
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Çàäà÷à �5. Òåðìèñòîð, ëàçåð è äèîä

Äåñÿòèêëàññíèê Ïàøà, ïîçíàêîìèâøèñü íà ïðîøåäøåì ðåãèîíàëüíîì ýòà-
ïå ñî ñâîéñòâàìè òåðìèñòîðà, ðåøèë ñîáðàòü ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, ñîñòîÿùóþ
èç èñòî÷íèêà, ÝÄÑ êîòîðîãî ìîæíî ðåãóëèðîâàòü, ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì
r = 40 Îì, à òàêæå ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñîáîé ïàðàëëåëüíî äèîäà è òåðìèñòîðà
(ñì. ðèñ. 1). ÝÄÑ èñòî÷íèêà ìîæíî èçìåíÿòü â ïðåäåëàõ îò 0 Â äî íåêîòîðîãî
äîñòàòî÷íîãî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ Emax.

r

−t◦

+ −
E

Ðèñ. 1

I

U

0 U0

Ðèñ. 2

Ïàøå èçâåñòíî, ÷òî âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà äèîäà èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2,
à òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ òåðìè-
ñòîðà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

R(t) = R0/(1 + α(t− t0))
2,

ãäå R0 = 60 Îì � ñîïðîòèâëåíèå òåðìèñòîðà ïðè
êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå t0 (çíà÷åíèå êîíñòàíòû α
ìàëü÷èê íå íàø¼ë). Âêëþ÷èâ èñòî÷íèê è ìåäëåííî
óâåëè÷èâàÿ åãî ÝÄÑ, Ïàøà îáíàðóæèë, ÷òî äèîä îò-
êðûâàåòñÿ ïðè ÝÄÑ èñòî÷íèêà E1 = 5 Â.

1. Ïðîäîëæàÿ ñâîè ýêñïåðèìåíòû, Ïàøà âçÿë ìîùíûé ëàçåð è ñòàë ñâåòèòü
èì ïðÿìî íà òåðìèñòîð. Îêàçàëîñü, ÷òî äèîä ïðè ýòîì çàêðûëñÿ è, áîëåå òîãî,
íèêàêèå èçìåíåíèÿ ÝÄÑ èñòî÷íèêà íå ïðèâîäèëè ê åãî îòêðûòèþ! Îïðåäåëèòå
ìèíèìàëüíóþ òåïëîâóþ ìîùíîñòü P , ïåðåäàâàåìóþ ïðè ýòîì îò ëàçåðà òåðìè-
ñòîðó.

2. Âûêëþ÷èâ ëàçåð, Ïàøà îáíàðóæèë, ÷òî äèîä îñòàëñÿ çàêðûòûì, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ÝÄÑ èñòî÷íèêà áûëà áëèçêà ê Emax. Óäèâèâøèñü, ìàëü÷èê ñòàë ïëàâíî
óìåíüøàòü ÝÄÑ. Ïðè êàêîì ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ÝÄÑ èñòî÷íèêà E2 äèîä
ñíîâà îòêðîåòñÿ?

Íàïðÿæåíèå íà îòêðûòîì äèîäå ðàâíî U0 = 2 Â. Òåïëî¼ìêîñòüþ òåðìèñòîðà
è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìîùíîñòü òåïëî-
âûõ ïîòåðü ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð òåëà è îêðóæàþùåé ñðåäû.
Òåðìèñòîð âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ íàõîäèòñÿ â âîçäóõå, èìåþùåì òåìïåðàòóðó t0,
íå êîíòàêòèðóÿ ñ äðóãèìè ïðåäìåòàìè.
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11 êëàññ

Çàäà÷à �1. Âûáîèíà

Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ðåøèë íàó÷èòñÿ èãðàòü â íàñòîëüíóþ èãðó − àýðî-
õîêêåé. Äëÿ ýòîãî îí êóïèë âñ¼ íåîáõîäèìîå îáîðóäîâàíèå è íà÷àë òðåíèðîâàòü-
ñÿ. Îäíàêî, ê ñâîåìó óäèâëåíèþ, îáíàðóæèë, ÷òî íåðåäêî ïîñëå çàïóñêà øàéáû
òðàåêòîðèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîëèíåéíîé.

Ãëþê ðåøèë ïðîâåðèòü â ÷¼ì äåëî è îáíàðóæèë äåôîðìàöèþ ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè èãðîâîãî ïîëÿ: íà îäíîì èç åå ó÷àñòêîâ áûëî êðóãëîå îñåñèììåò-
ðè÷íîå óãëóáëåíèå (âûáîèíà) ðàäèóñîì R ñ ãëàäêèìè êðàÿìè è ãîðèçîíòàëüíûìè
äíîì (ñì. ðèñ).

Ýêñïåðèìåíòàòîð ðåøèë ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê ñìåùàåòñÿ øàéáà ïðè ïðî-
õîæäåíèè ÷åðåç âûáîèíó. Äëÿ ýòîãî îí çàïóñêàë øàéáó ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè OX
(ñì. ðèñ.) èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé ñ êîîðäèíàòîé x0 è èçìåðÿë êîîðäè-
íàòó x1 âûõîäà øàéáû èç âûáîèíû.

0

x1

x0

x
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Â ðåçóëüòàòå îí ïîëó÷èë âîò òàêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè:

−1.0 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−0.2

−0.1

0.1

0.2

x0/R

x1/R

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âñåõ çàïóùåííûõ øàéá v1, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g. Òðåíèå îòñóòñòâóåò.

1. Îïðåäåëèòå ãëóáèíó âûáîèíû.
2. Îïðåäåëèòå ïðè êàêîé ãëóáèíå âûáîèíû Ãëþê âñåãäà ïîïàäàë áû â âîðîòà,

çàïóñêàÿ øàéáó èç òî÷åê ñ íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè |x0| ≪ R.
Ïðèìå÷àíèå

� Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïðîåêöèè íàêëîííûõ ó÷àñòêîâ âûáîèíû (å¼ ¾ñòåíîê¿) íà ãî-
ðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà âûáîèíû, à øàéáà íèêîãäà
íå îòðûâàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè è ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé.

� Ìåñòî óñòàíîâêè âîðîò èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ñ÷èòàéòå, ÷òî èõ ðàçìåðû
ìàëû.

� Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé è ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, èñïîëüçóéòå ãðàôèê, ïîñòðîåííûé íà îòäåëüíîì
ëèñòå.

� Íå çàáóäüòå ñäàòü ýòîò ëèñò âìåñòå ñ îñòàëüíûìè.
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Çàäà÷à �2. Ìîëåêóëÿðêà

Èäåàëüíûé äâóõàòîìíûé ãàç ñîâåðøàåò öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé
èç ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ó÷àñòêîâ: 1−2, 2−3, 3−4 è 4−1. Ïóñòü p, V è n �
äàâëåíèå, îáú¼ì è êîíöåíòðàöèÿ ãàçà, à p0, V0 è n0 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûå
âåëè÷èíû, ïðè÷¼ì n0V0 = N0, ãäå N0 � íåèçìåííîå ÷èñëî ìîëåêóë ãàçà.

Åñëè èçîáðàçèòü ýòîò öèêë íà äèàãðàììå ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòàõ p/p0 (îð-
äèíàòà) è V/V0 (àáñöèññà), òî ó÷àñòêè 1− 2 è 3− 4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè,
ëåæàùèå íà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òî÷êà 2 èìååò íàè-
áîëüøóþ îðäèíàòó â öèêëå, à ó÷àñòîê 4−1 ñîäåðæèò òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (1,1).
Óãëû íàêëîíà ó÷àñòêîâ 1 − 2 è 3 − 4 ê îñè àáñöèññ îòëè÷àþòñÿ íà α. Ìàñøòàá
îñåé íà ãðàôèêå � îäèíàêîâûé.

Åñëè èçîáðàçèòü ýòîò æå öèêë íà äèàãðàììå ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòàõ p/p0
(îðäèíàòà) è n/n0 (àáñöèññà), òî òåïåðü óæå ó÷àñòêè 2−3 è 4−1 ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé îòðåçêè, ëåæàùèå íà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ìàñøòàá
îñåé íà ýòîì ãðàôèêå � òàêæå îäèíàêîâûé.

Èçâåñòíî, ÷òî ÊÏÄ öèêëà èäåàëüíîé òåïëîâîé ìàøèíû, ïîñòðîåííîãî ìåæ-
äó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðàìè, äîñòèãàåìûìè â õîäå äàííîãî
öèêëà, ðàâíî ηK = 0,5.

1. Íàéäèòå óãëû íàêëîíà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îòðåçêè 2− 3 è 4− 1 íà äèà-
ãðàììå ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòàõ p/p0 − n/n0.

2. Ïîñòðîéòå (êà÷åñòâåííî) ðàññìàòðèâàåìûé öèêë íà äèàãðàììå ñîñòîÿíèé
â êîîðäèíàòàõ n/n0 (îðäèíàòà) è T/T0 (àáñöèññà), ãäå T � àáñîëþòíàÿ òåìïå-
ðàòóðà, à p0 = n0kT0. Îòìåòüòå íà ïîëó÷åííîì ãðàôèêå èçâåñòíûå òî÷êè/òî÷êó
è çíà÷åíèÿ.

3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ÊÏÄ äàííîãî öèêëà?
4. Íàéäèòå äèàïàçîí âîçìîæíûõ ÊÏÄ äëÿ çíà÷åíèÿ óãëà α = π/3.
5. Íàéäèòå äèàïàçîí âîçìîæíûõ ÊÏÄ äëÿ çíà÷åíèÿ óãëà α = π/6.

Çàäà÷à �3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ýòþä

R

l L

−q q Q
R

l

L−q

q
Q

Íà îñè áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ðàäèóñîì R ñ ïðîâîäÿùèìè
ñòåíêàìè íàõîäèòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü ñ çàðÿäàìè q è −q è ïëå÷îì l. Íà ðàñ-
ñòîÿíèè L îò íåãî òàêæå íà îñè ðàñïîëîæåí ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä Q. Ïðè ýòîì
l ≪ R,L . Íà çàðÿä Q äåéñòâóåò ñèëà FQ. Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü â ýòîé ñèñòåìå
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ðàçâîðà÷èâàþò íà 90◦, òàê ÷òî îñü ïîëîñòè ñòàíîâèòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäè-
êóëÿðîì ê ïëå÷ó äèïîëÿ, à ðàññòîÿíèå äî çàðÿäà íå ìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
íà äèïîëü äåéñòâóåò ñèëà FD.

1. Íàéäèòå îòíîøåíèå
FQ

FD
.

Çàäà÷à �4. Êîëüöî íà ãðàíèöå

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñîçäàíî âåðòèêàëüíîå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èí-
äóêöèåé B. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, êàñàÿñü ãðàíèöû îáëàñòè,
ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, ëåæèò æ¼ñòêîå íåïðîâîäÿùåå òîíêîå êîëüöî ìàññîé m è ðà-
äèóñîìR. Êîëüöî ðàâíîìåðíî çàðÿæåíî ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà λ. Êîëüöó
ñîîáùàþò íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, âåêòîð êîòîðîé ãîðèçîíòàëåí è ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí ãðàíèöå îáëàñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, ïðè ýòîì äî ïåðåñå÷åíèÿ
îáëàñòè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì êîëüöî äâèãàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî.

B

m,R,λ

1. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êîëüöà òàêîâà, ÷òî îíî ïîëíîñòüþ îêàçàëîñü
â ìàãíèòíîì ïîëå. Îïðåäåëèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êîëüöà ñðàçó ïîñëå
ýòîãî.

2. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè vmin, ïðè êîòîðîé
êîëüöî öåëèêîì îêàæåòñÿ â îáëàñòè ìàãíèòíîì ïîëå.

Ñîîáùèì êîëüöó ñêîðîñòü v0 > vmin.
3. Îïðåäåëèòå óãîë θ, êîòîðûé áóäåò ñîñòàâëÿòü âåêòîð ñêîðîñòè öåíòðà

êîëüöà ñ ãðàíèöåé îáëàñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê êîëüöî ïîëíî-
ñòüþ ïåðåñå÷¼ò ãðàíèöó.

4. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ymax îò ãðàíèöû, íà êîòîðîå óäà-
ëèòñÿ öåíòð êîëüöà.
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Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âàì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âû÷èñëèòü ñëå-
äóþùèé èíòåãðàë: ∫

arccos z dz = z arccos z −
√
1− z2 + const .

Çàäà÷à �5. RLC-ìåòð

RLC-ìåòð ýòî ïðèáîð, ïîçâîëÿþùèé íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿòü ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ, èíäóêòèâíîñòè è åìêîñòè. Â íåãî âñòðîåíû ãåíåðàòîð ñèíóñîèäàëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ, à òàêæå âîëüòìåòðû, ïîçâîëÿþùèå èçìåðÿòü íàïðÿæåíèÿ íà âû-
âîäàõ ïðèáîðà è íà ðåçèñòîðå, ïîäêëþ÷åííîì ê îäíîìó èç âûâîäîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðèáîð îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèå àìïëèòóä ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç íåãî òîêà
è íàïðÿæåíèÿ íà âûõîäàõ. Ïî ýòèì èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì è èçâåñòíîé ÷àñòî-
òå ðàññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû (èíäóêòèâíîñòè, åìêîñòè èëè
ñîïðîòèâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà).

r

Ñõåìà RLC-ìåòðà

Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê âçÿë êàòóøêó ñ èíäóêòèâíîñòüþ L è êîíäåíñàòîð
ñ åìêîñòüþ C. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå îí ñîåäèíèë èõ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîäêëþ-
÷èë ê RLC-ìåòðó è ñíÿë ïîêàçàíèÿ â äâóõ ðåæèìàõ ðàáîòû. Â ðåæèìå èçìåðåíèÿ
èíäóêòèâíîñòè ïîêàçàíèÿ áûëè ðàâíû L1 = 6,20 ìÃí, à â ðåæèìå èçìåðåíèÿ åì-
êîñòè � C1 = 2,84 ìêÔ. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå òå æå ñàìûå ýëåìåíòû áûëè
ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê òîìó æå ïðèáîðó. Â ðåæèìå èçìåðåíèÿ
èíäóêòèâíîñòè ïðèáîð ïîêàçàë L2 = 21,3 ìÃí. ×àñòîòà ïðè âñåõ ýòèõ èçìåðåíèÿõ
ïîääåðæèâàëàñü îäèíàêîâîé.

1. Êàêîå çíà÷åíèå C2 ïîêàæåòRLC-ìåòð â ðåæèìå èçìåðåíèÿ åìêîñòè âî âòî-
ðîì ýêñïåðèìåíòå? Ïîëó÷èòå ôîðìóëó è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå.

2. ×åìó ðàâíû èíäóêòèâíîñòü L è åìêîñòü C èñïîëüçóåìûõ Ãëþêîì êàòóøêè
è êîíäåíñàòîðà? Ïîëó÷èòå ôîðìóëû è ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ.

3. Ïóñòü òåïåðü èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äëÿ íåèäåàëüíîé êàòóøêè, èíäóê-
òèâíîñòü êîòîðîé L = 10,0 ìÃí, à ñîïðîòèâëåíèå R = 5,0 Îì. Ïðè êàêèõ çíà÷åíè-
ÿõ ÷àñòîòû f , íà êîòîðîé ïðîèçâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ñîïðîòèâëåíèåì
ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ èíäóêòèâíîñòè ìåíüøå 0,1 %? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ðåàëü-
íóþ êàòóøêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå èäåàëüíóþ
êàòóøêó è ðåçèñòîð.
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4. Ê êàòóøêå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà Ãëþê ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèñîåäèíèë
êîíäåíñàòîð ñ åìêîñòüþ C = 1,00 ìêÔ. Ýêñïåðèìåíòàòîð ïðîâåë èçìåðåíèÿ èí-
äóêòèâíîñòè ïîëó÷åííîé öåïè RLC-ìåòðîì â ìàêñèìàëüíî øèðîêîì äèàïàçîíå
÷àñòîò. Ïîñòðîéòå êà÷åñòâåííûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè èçìåðåííûõ çíà÷åíèé èí-
äóêòèâíîñòè îò ÷àñòîòû. Óêàæèòå õàðàêòåðíûå òî÷êè è àñèìïòîòèêè çàâèñèìî-
ñòè èíäóêòèâíîñòè îò ÷àñòîòû â ïðåäåëå ìàëûõ è áîëüøèõ ÷àñòîò.
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Âîçìîæíûå ðåøåíèÿ

Çàäà÷à �9-1. Ôîòîãðàôèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O îáùåå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå øàðèêîâ, ÷åðåç A è B �
ïîëîæåíèÿ øàðèêîâ 1 è 2 â ìîìåíò âðåìåíè t, ñîîòâåòñòâóþùèé ñú¼ìêå. Ïóñòü
v⃗1 è v⃗2 � âåêòîðû ñêîðîñòåé, ñîîáù¼ííûõ øàðèêàì 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
âåêòîðû èõ ïåðåìåùåíèé ê ìîìåíòó âðåìåíè t âûðàæàþòñÿ êàê:

s⃗1 = v⃗1t+
g⃗t2

2
, s⃗2 = v⃗2t+

g⃗t2

2
.

Ïîñêîëüêó øàðèêè íà÷àëè äâèæåíèå èç îäíîé òî÷êè, âåêòîð èõ îòíîñèòåëüíîãî
ïåðåìåùåíèÿ ðàâåí:

r⃗îòí = s⃗1 − s⃗2 = (v⃗1 − v⃗2)t.

g⃗t2

2

s⃗1

s⃗2
r⃗îòí

v⃗1t

v⃗2t

P

O

Ðèñ. 1
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Îïóñòèì èç öåíòðà îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿð ê ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè è ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå OPmax (ñì. ðèñóíîê 2):

1 A

2
B

O

P

Ðèñ. 2

Èç çàäàííîãî ìàñøòàáà ñëåäóåò, ÷òî:

OPmax ≈ 2,5 ì.

Òîãäà âðåìÿ ïîë¼òà øàðèêà 1:

t =

√
2OPmax

g
=

√
2 · 2,5
9,8

≈ 0,71 ñ.

Íàéä¼ì AP è BP :
AP ≈ 4,3 ì, BP ≈ 7,1 ì.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v1 = AP/t, à v2 = BP/t, íàõîäèì:

v1 ≈ 6,0 ì/ñ, v2 ≈ 10,0 ì/ñ.
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Çàäà÷à �9-2. Ñïèöà

Ìåòîä 1

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ãðóçîâ è íèòè. Íà íå¼ äåéñòâóþò òðè
ñèëû: ñèëà òÿæåñòè 3mg⃗, ðåàêöèÿ îïîðû N⃗1 ñî ñòîðîíû âåðòèêàëüíîãî ó÷àñòêà
è ñèëà ðåàêöèè N⃗2 ñî ñòîðîíû ïîëóîêðóæíîñòè. Ëèíèè äåéñòâèÿ ñèë N⃗1 è 3mg⃗
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î òð¼õ íåïàðàëëåëüíûõ ñè-
ëàõ, ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû N⃗2 òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O (ñì. ðèñóíîê 1).

Ñèëà N⃗2 ïåðïåíäèêóëÿðíà êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïîýòîìó íàïðàâëåíà
ê å¼ öåíòðó. Òàêèì îáðàçîì, öåíòð ïîëóîêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû N⃗2 è òî÷êó O.

m

2m

öì

3mg⃗

N⃗1

N⃗2

g⃗

1 ñì

O

Ðèñ. 1

Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëîæåíèþ ãðóçà ìàññîé 2m, êà-
ñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè (ïåðïåíäèêóëÿð ê N⃗2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B òî÷êó ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëüíîé ñ âåðòèêàëüíûì ó÷àñòêîì ïðîâîëîêè (ñì. ðèñóíîê
2).

Ïîëó÷åííàÿ òî÷êà B ðàâíîóäàëåíà îò 2m è îò òî÷êè èçëîìà ïðîâîëîêè A.

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ èëè ëèíåéêè îòëîæèì îòðåçîê AB ââåðõ, âîññòàíîâèâ òî÷êó
A. Çàòåì ïåðåñå÷åì ïåðïåíäèêóëÿð ê êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé ÷åðåç òî÷êó 2m,
à òàêæå ãîðèçîíòàëüíóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A (òî÷êó ñîåäèíåíèÿ
ó÷àñòêîâ ïðîâîëîêè) è ïîëó÷èì öåíòð ïîëóîêðóæíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò âîññòàíî-
âèòü ïîëîæåíèå âñåé ïîëóîêðóæíîñòè.

m

2m

O

B

A

öì

3mg⃗

N⃗1

N⃗2

g⃗
O

1 ñì

Ðèñ. 2

Ìåòîä 2

Ïîñëå òåîðåìû î òðåõ ñèëàõ ìîæíî íå ñòðîèòü öåíòð îêðóæíîñòè ãåîìåòðè÷åñêè,
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à çàïèñàòü ïîäîáèå:
R− x

R+ y
=

z

y

m

2m

O

öì

g⃗

R

R− xx

x

y

z

Ðèñ. 3

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëèí îòðåçêîâ x, y è z íàõîäÿòñÿ èç ðèñóíêà: x = 3 ñì,
y = 3

√
5/2 ñì, z = 1,5 ñì. Îòêóäà:

R =
y(x+ z)

y − z
.
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Ìåòîä 3

Ðàññòàâèì ñèëû è ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Â íåé
êîîðäèíàòû ãðóçîâ m è 2m, îïðåäåëÿåìûå ïî ìàñøòàáó, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
(0;−y1) = (0;−3 ñì) è (x2; 0) = (4,5 ñì; 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë ìåæäó íèòüþ

è âåðòèêàëüþ, à ÷åðåç φ � óãîë ìåæäó ñèëîé N⃗2 è âåðòèêàëüþ.

B

A

m

2m

N⃗1

N⃗2

g⃗

T⃗

−T⃗

mg⃗

2mg⃗

φ

α

x

y

Ðèñ. 4
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Çàïèøåì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ãðóçà ìàññû m:

N⃗1 + T⃗ +mg⃗ = 0, (1)

è äëÿ âñåé ñèñòåìû:
N⃗1 + N⃗2 + 3mg⃗ = 0. (2)

Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ñèë (ñì. ðèñóíîê 5) ïîëó÷àåì:

tgφ =
tgα

3
.

N⃗1

T⃗ mg⃗α

3mg⃗

N⃗1

N⃗2

φ

(1) (2)

Ðèñ. 5

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

tgα =
x2

y1
⇒ tgφ =

x2

3y1
=

4,5

9
= 0,5.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sinφ =
1√
5
.

Èç ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè:
x2 = R(1− sinφ),

îòêóäà:

R =
4,5

1− 1√
5

≈ 8,1 ñì,

à êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè:

(R;R cosφ) ≈ (8,1 ñì; 7,3 ñì).
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Ñèëà ïîëíîé ðåàêöèè îïîðû Q⃗, äåéñòâóþùàÿ íà êîëüöî, ïîëíîñòüþ êîì-
ïåíñèðóåò ñèëó íàòÿæåíèÿ T⃗ . Ïðè ýòîì Q⃗ ñîñòàâëÿåò óãîë β ñ ñèëîé íîðìàëüíîé
ðåàêöèè îïîðû N⃗ , íàïðàâëåííîé â öåíòð îêðóæíîñòè (ñì. ðèñóíîê 6). Òîãäà óñëî-
âèå ðàâíîâåñèÿ ñ ó÷¼òîì òðåíèÿ èìååò âèä:

β ⩽ βcr, βcr = tgµ.

O

L

D

N⃗

Q⃗

g⃗

T⃗

β

Ðèñ. 6

Îáîçíà÷èì ïîëîæåíèå ãðóçà m òî÷êîé L, êîëüöà � D. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ
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äëÿ òðåóãîëüíèêà △ODL:

OL2 = R2 +R2 + 2R2 cosβ.

Ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèÿ íà óãîë β ïîëó÷àåì:

2R2 + 2R2 cosβcr ⩽ OL2 ⩽ 4R2.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

OL2 = R2 + h2 ⇒ R2 + 2R2 cosβcr ⩽ h2 ⩽ 3R2.

Òàê êàê

cosβcr =
1√

1 + µ2
,

ïîëó÷àåì:

R

√
1 +

2√
1 + µ2

⩽ h ⩽ R
√
3.

Çàäà÷à �9-3. Íàåçä

g⃗

g⃗ýô

F⃗

m

θ

Ìåòîä 1

Áóñèíêà äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñóììû
âíåøíèõ ñèë F⃗ + mg⃗. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå
â ïîëå ýôôåêòèâíîãî óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ:

g⃗eff = g⃗ +
F⃗

m
.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ãîðêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû
â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áûëà ìåíüøå, ÷åì â òî÷êå
ñòàðòà.

Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿð ê ýôôåêòèâíîìó óñêîðåíèþ ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ êàñàåòñÿ âòîðîé ÷åòâåðòü-îêðóæíîñòè. Òîãäà èç ãåîìåòðèè θ =
2arctg 1/2.

Fmin 1 = mg tg θ =
4mg

3
.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

0

x

y
Fx

mg

Ï

mg

Ìåòîä 2

Åñëè áóñèíêà ïðåîäîëåëà ãîðêó, ýòî çíà÷èò,
÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðàáîòà âíåøíèõ ñèë:

AF ≥ Ï,

ãäå Ï � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Ïîäåëèì îáå ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà íà mg è ïîäñòàâèì AF = F · x:

F · x
mg

≥ h.

Ðàññìîòðèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè îáåèõ âåëè÷èí îò x. Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ãðà-
ôèêè êàñàþòñÿ. Òîãäà òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ðàâåí:

tg θ =
4

3
=

F

mg
.

Ïîëó÷àåì:

Fmin 1 = mg tg θ =
4mg

3
.

g⃗ g⃗ýô

F⃗

m

θ

Ìåòîä 1

Ìèíèìóì ñèëû äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âåê-
òîð F⃗ /m ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó g⃗eff . Íà-
ïðàâëåíèå ñèëû F � ïî êàñàòåëüíîé ê ãîðêå ïîä
óãëîì θ ê ãîðèçîíòó.

Fmin 2 = mg sin θ =
4

5
mg;

θ = 2arctg 1/2 = arcsin 4/5.

Ìåòîä 2

Ñíîâà çàïèøåì íåðàâåíñòâî
AF ≥ Ï.

Ïîäñòàâèì AF = Fx · x+ Fy · h:

Fx · x+ Fy · h ≥ mgh;

Fx · x ≥ h(mg − Fy);

Fx

mg − Fy
· x ≥ h.
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîëó÷àåì, ÷òî:

Fx

mg − Fy
= tg θ =

4

3
;

Fx =
4

3
mg − 4

3
Fy

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî F 2 = F 2
x + F 2

y ïîëó÷àåì:

F 2 =
16

9
F 2
y − 32

9
Fymg +

16

9
m2g2 + F 2

y =
25

9
F 2
y − 32

9
Fymg +

16

9
m2g2.

Ìèíèìóì ýòîé êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè:

Fy =
16

25
mg.

Òîãäà

F 2
min 2 =

16

9
m2g2 − 162

25 · 9
m2g2 =

16

25
m2g2.

Ïîëó÷àåì îòâåò:

Fmin 2 =
4

5
mg.

Óãîë ñ ãîðèçîíòîì:

θ = arctg
Fy

Fx
= arctg

4

3

F⃗

H

s

α

Åñëè áóñèíêà ïðåîäîëåëà ãîðêó, ýòî çíà÷èò,
÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñóììà ðàáîò âíåø-
íèõ ñèë:

AF +Amg ≥ 0.

Äëÿ ìàêñèìèçàöèè ðàáîòû ñèëû F , ïîñëåäíÿÿ
äîëæíà áûòü âñåãäà íàïðàâëåíà âäîëü òðàåêòî-
ðèè. Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà áó-
ñèíêà äîñòèãàåò ïðåäåëüíîé òî÷êè, îñòàíîâèâ-
øèñü íà âòîðîé ÷åòâåðòü-îêðóæíîñòè. Ïàðàìåòðèçóåì ýòó òî÷êó óãëîì α. Â êðè-
òè÷åñêîì ñëó÷àå ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ:

F = mg cosα.
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Ðàáîòà ñèë ðàâíà íóëþ:

F ·
(
s+H/2 ·

(π
2
+ α

))
= mg

H

2
· (1 + sinα);

s =
mg

F

H

2
· (1 + sinα)− H

2
·
(π
2
+ α

)
;

s =
H

2

(
1 + sinα

cosα
− π

2
− α

)
Ñ ó÷¼òîì F = mg cosα:

s =
H

2

(
1 +

√
1− F 2/m2g2

F/mg
− π

2
− arccos

F

mg

)
.

Äëÿ F = mg/2:

s =
H

2

(
2 +

√
3− 5π

6

)
.

Çàäà÷à �9-4. Òåïëîîáìåííèê

Ïîêà â ñìåñè åñòü ë¼ä, å¼ òåìïåðàòóðà 0 ◦C. Âñ¼ òåïëî îò ãîðÿ÷åé âîäû èä¼ò
íà ïëàâëåíèå ëüäà.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèå âñåõ âåëè÷èí âäîëü îñè x. Âûäåëèì
ýëåìåíòàðíûé ó÷àñòîê òðóáû äëèíîé ∆x, íàñòîëüêî ìàëûé, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñìåñè ïîñòîÿííîé. Çà âðåìÿ ∆τ âíóòðè âûäåëåííîãî îáú¼ìà
ìàññà ëüäà èçìåíèòñÿ íà:

∆më = µõ∆τ ∆α.

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãîðÿ÷åé âîäû:

δQ2 = −cµã∆τ ∆Tã.

Òàê êàê òåïëîïîòåðÿìè â îêðóæàþùóþ ñðåäó è òåïëî¼ìêîñòüþ ñòåíîê ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü è ðåæèì òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ, òî èçìåíåíèå âíóòðåííåé
ýíåðãèè âûäåëåííîãî ýëåìåíòà ðàâíî 0:

∆U = 0; − λµõ∆α− cµã∆Tã = 0. (1)

Èç âûðàæåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî

∆Tã
∆α

= −λµõ
cµã

= const. (2)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Tã(L)− Tã(0) =
µõλ

µãc

(
α(0)− α(L)

)
,

ãäå α(0) = 0,4, α(L) = 0,1.
Îòñþäà

Tã(0) = Tã(L)−
µõλ

µãc

(
α(0)− α(L)

)
,

èëè:

Tã(0) = 26,5 ◦C.

x, ì

Tã,
◦C

0 1 2 3 4 5
20

30

40

50

60

Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2) íà ∆x è ïî-
ëó÷èì:

∆Tã
∆x

= −λµõ
cµã

∆α

∆x
= 6,7 ◦C/ì.

Òîãäà:

T (x) = 26,5 ◦C+ 6,7x.

Ãðàôèê ãðàôèê çàâèñèìîñòè òåìïåðàòó-
ðû Tã(x) ãîðÿ÷åé âîäû îò êîîðäèíàòû
ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ó÷àñòîê òðóáû äëèíîé ∆x. Îáú¼ì ñìåñè ðàâåí

∆V = ∆Vë +∆Vâ,

ãäå ∆Vë è ∆Vâ � îáú¼ìû òâ¼ðäîé è æèäêîé ôàç. Òîãäà

∆V =
α(x)∆m

ρë
+

(1− α(x)) ∆m

ρâ
.

Ïëîòíîñòü ñìåñè:

ρ(x) =
∆m

∆V
=

(
α(x)

ρë
+

1− α(x)

ρâ

)−1

.

Ìàññîâûé ðàñõîä ïîñòîÿíåí:

µ = S ρ(x) v(x),

îòêóäà

v(x) =
µõ

S ρ(x)
=

µõ
S

(
α(x)

ρë
+

1− α(x)

ρâ

)
.
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Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
α(x) = 0,4− 0,06x,

v(x) =
µõ

Sρâρë
(0,6ρë + 0,4ρâ − 0,06x(ρâ − ρë)) .

Çàäà÷à �9-5. Ìîñòû r R2

rR1

U0

U0

A B

D

C

Ðèñ. 1

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì óçëîâûõ ïîòåíöèàëîâ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ðåçèñòîðàõ R1 è R2 ìîù-
íîñòü íå âûäåëÿåòñÿ. Òîãäà íàïðÿæåíèÿ íà ýòèõ ðåçè-
ñòîðàõ ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü φC = 0, òîãäà φD = U0 (ñì. ðèñóíîê 1). Òàê
êàê òîêè ÷åðåç R1 è R2 ðàâíû íóëþ, ïîëó÷àåì:

φA = φC = 0

è
φB = φD = U0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà, ïîäêëþ÷åííîãî ê òî÷êàì A è B ðàâíî:

φB − φA = U0.

r R2

rR1

2U0

A B

D

C

I1
R1

r I2

I1 I2
R2

r

Ðèñ. 2

Ìåòîä 1

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íàëîæåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ñõåìó ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòüþ èñ-
òî÷íèêà (ïîäêëþ÷åííîãî ê A è B) êàê ñóïåð-
ïîçèöèþ ðàíåå ðàññìîòðåííîé ñõåìû è ñõåìû ñ
èñòî÷íèêîì òàêèì, ÷òî φB − φA = −2U0. Ðàíåå
ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà äàåò íóëåâûå òîêè ÷åðåç
R1 è R2. Çíà÷èò, îñòàëîñü ëèøü îïðåäåëèòü ñè-
ëû òîêîâ I1 è I2, òåêóùèõ ÷åðåç ðåçèñòîðû R1 è
R2 âî âòîðîé ñõåìå. Ðàññòàâèì òîêè âî âòîðîé
ñõåìå ñ ó÷åòîì çàêîíà Îìà (ñì. ðèñóíîê 2). Èç
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà:

I1 +
I1R1

r
= I2 +

I2R2

r
;

I1
I2

=
R2 + r

R1 + r
.

Ìîùíîñòè íà ýòèõ ðåçèñòîðàõ P1 = I21R1 è P2 = I22R2 ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî:

1 =
P1

P2
=

(
I1
I2

)2
R1

R2
=

(
R2 + r

R1 + r

)2
R1

R2
.
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r R2

rR1

U0

U0

A B

D

C

I I2

I1 I1 − I2 + I

Ðèñ. 3

Ìåòîä 2

Ââåä¼ì ñèëû òîêîâ ÷åðåç ðåçèñòîðû ñ ó÷åòîì
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (ñì. ðèñóíîê 3). Ðàñ-
ïèøåì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ äâóìÿ ñïîñîáàìè:

φA − φB = Ir + I2R2;

φA − φB = I1R1 + (I1 − I2 + I)r;

I2R2 − I1R1 = (I1 − I2)r.

Îòêóäà

r =
I2
I1
R2 −R1

1− I2
I1

.

Óñëîâèå ðàâåíñòâà ìîùíîñòåé I21R1 = I22R2, ñëåäîâàòåëüíî:

I2
I1

=

√
R1

R2
;⇒ r =

√
R1

R2
R2 −R1

1−
√

R1

R2

.

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë âûðàçèì r:

r =
√
R1R2.

r R2

rR1

U0

A B

U0

R1+r
U0

R2+r

Ðèñ. 4

Ìåòîä 1

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî
èñòî÷íèêà. Çàìåíèì âñþ ñõåìó íà èñ-
òî÷íèê íàïðÿæåíèåì U∗ è ñîïðîòèâëåíè-
åì r∗. Ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå íàéäåì
êàê ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó óçëàìè
A è B â îòñóòñòâèå âíåøíèõ òîêîâ (ñì.
ðèñóíîê 4):

U∗ = φA−φB = − U0

R1 + r
r+

U0

R2 + r
R2 = 0.

Ýêâèâàëåíòíîå ñîïðîòèâëåíèå íàéäåì,
çàìåíèâ âåòâü ñ èñòî÷íèêîì íà ïåðåìû÷-
êó:

r∗ =
R1r

R1 + r
+

R2r

R2 + r
=
√
R1R2.
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Òàêèì îáðàçîì, äâóõïîëþñíèê AB ýêâèâàëåíòåí ïðîñòî ðåçèñòîðó ñîïðîòèâëå-
íèåì

√
R1R2. Ñëåäîâàòåëüíî, îììåòð ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê òàêîìó äâóõïîëþñíèêó

ïîêàæåò R =
√
R1R2 âíå çàâèñèìîñòè îò åãî ïîëÿðíîñòè.

Ìåòîä 2

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå r2 = R1R2 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñáàëàíñèðîâàííîñòè ìî-
ñòà r/R1 = R2/r. Ðàññìîòðèì ñõåìó, â êîòîðîé èñòî÷íèê E0 âíóòðè îììåòðà
çàìåíåí íà ïåðåìû÷êó. ×åðåç âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå r0 îììåòðà òîê íå òå-
÷åò, ïîñêîëüêó îí ðàñïîëîæåí íà äèàãîíàëè ñáàëàíñèðîâàííîãî ìîñòà. Òîãäà:

(φA − φB)
(1) = 0; I

(1)
AB = 0.

Ðàññìîòðèì ñõåìó, â êîòîðîé èñòî÷íèê U0 çàìåíåí íà ïåðåìû÷êó. ×åðåç ýòó ïå-
ðåìû÷êó òîê òàêæå íå òå÷åò â ñèëó ñáàëàíñèðîâàííîñòè ìîñòà, òîãäà:

(φA − φB)
(2) = ±E ; I(2)AB =

φA − φB

r∗
; r∗ =

R1r

R1 + r
+

R2r

R2 + r
.

Íàëîæèì äâå ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû. Èòîãîâàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà âûâî-
äàõ îììåòðà:

φA − φB = (φA − φB)
(1) + (φA − φB)

(2) = ±E ,

à ñèëà òîêà

IAB = I
(1)
AB + I

(2)
AB =

φA − φB

r∗
.

Òîãäà ïîêàçàíèå îììåòðà:

R =
φA − φB

IAB
= r∗ =

R1r

R1 + r
+

R2r

R2 + r
=
√
R1R2.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ÷åðåç îììåòð íå òå÷åò òîê îò èñòî÷íèêà U0. Ñëåäîâàòåëüíî, îì-
ìåòð ïîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîå ñîïðîòèâëåíèå r∗ âíå çàâèñèìîñòè îò ïîëÿðíîñòè
ïîäêëþ÷åíèÿ.

R =
√
R1R2.

Çàäà÷à �10-1. Âñïëûâàþùèé áðóñîê

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà áðóñîê ïëàâàåò, íå êàñàÿñü äíà è ïî-
âåðíóâøèñü íà óãîë α âîêðóã ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ïî-
ïåðå÷íîå ñå÷åíèå áðóñêà). Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ðàâíà 50% ïëîòíîñòè
âîäû, áðóñîê ïîãðóæ¼í íà ïîëîâèíó ñâîåãî îáú¼ìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõ-
íîñòü âîäû ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîäîëüíóþ îñü ñèììåòðèè áðóñêà (÷åðåç òî÷êó O
íà ðèñ.). Ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè, ïðèëîæåííîé â òî÷êå O, íà áðóñîê äåéñòâóåò
ñèëà Àðõèìåäà. Äëÿ óäîáñòâà ïîäñ÷¼òîâ, ðàçîáü¼ì ïîãðóæ¼ííóþ ÷àñòü èçîáðà-
æ¼ííîãî ñå÷åíèÿ îòðåçêîì CD íà äâå ôèãóðû � òðåóãîëüíèê ECD è îñòàâøèéñÿ
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ïðÿìîóãîëüíèê � è íàéä¼ì öåíòðû ìàññ êàæäîé èç íèõ. Öåíòð ïåðâîé ôèãóðû
íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí △ECD (â òî÷êå A), à öåíòð âòîðîé �
â òî÷êå B, ãäå ïåðåñåêàþòñÿ äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà.

F

O

C

DE

A
B

mg

F1

F2

α

α
2α

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî CD = a, EC = a tgα, CF = (b− a tgα)/2, è îáîçíà÷èâ äëèíó
áðóñêà êàê L, çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñèëû Àðõèìåäà F1 è F2,
ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî:

F1 = ρâgL · 1
2
a · a tgα =

1

2
ρâga

2L tgα, F2 = ρâgaL · b− a tgα

2
.

Äëèíû îòðåçêîâ AO è BO, îïèðàÿñü íà ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå òåîðåìû,
ìîæíî íàéòè êàê

AO =
1

3
CO =

1

6
ED =

a

6 cosα
, BO =

a tgα+ CF

2
=

b+ a tgα

4
.

Îïðåäåëèì òåïåðü çíà÷åíèå óãëà α, íå ðàâíîå íóëþ, ïðè êîòîðîì áðóñîê íàõîäèò-
ñÿ â ðàâíîâåñèè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðàâèëî ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O:

F1 ·AO cos 2α = F2 ·BO cos(90◦ − α) ⇒

⇒ 1

2
ρâga

2L tgα · a cos 2α
6 cosα

= ρâgaL · b
2 − a2 tg2 α

8
· sinα ⇒
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⇒ 2

3
(1− tg2 α) =

(
b

a

)2

− tg2 α ⇒

⇒ tg2 α = 3

(
b

a

)2

− 2 =
1

3
⇒ α = 30◦.

Äàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òàê êàê ïðè α > 30◦ ìîìåíò
ñèëû F1 ïðåâûøàåò ìîìåíò ñèëû F2, è áðóñîê áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå (óãîë α áóäåò óìåíüøàòüñÿ). Åñëè æå α < 30◦, òî, íàîáîðîò, ìîìåíò ñèëû
F2 áóäåò áîëüøå, è áðóñîê áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (α ñòà-
íåò óâåëè÷èâàòüñÿ). Ïðè÷¼ì ýòî ñïðàâåäëèâî, â òîì ÷èñëå, è äëÿ ìàëûõ óãëîâ,
áëèçêèõ ê 0◦. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà âîäà äîéä¼ò äî âûñîòû b/2, èñõîäíîå ïîëî-
æåíèå áðóñêà (ïðè α = 0◦) ïåðåñòàíåò áûòü óñòîé÷èâûì, è îäèí èç êðà¼â áðóñêà
(ëåâûé èëè ïðàâûé � äåëî ñëó÷àÿ) ñòàíåò ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ. Ïðè äàëüíåéøåì
ïîäú¼ìå óðîâíÿ âîäû âðàùåíèå áðóñêà ïðîäîëæèòñÿ, ïîêà óãîë α íå äîñòèãíåò
âåëè÷èíû 30◦. Åñëè óðîâåíü âîäû ïðîäîëæèò óâåëè÷èâàòüñÿ, áðóñîê îòîðâ¼òñÿ
îò äíà ñîñóäà è áóäåò ïëàâàòü â òàêîì (óñòîé÷èâîì!) ïîëîæåíèè. Íàéä¼ì âûñîòó
óðîâíÿ âîäû, ïðè êîòîðîé ïðîèçîéä¼ò îòðûâ áðóñêà:

H = EF cosα =
b+ a tgα

2
· cosα =

√
7/3 + 1

4
· a ≈ 0,632 a.

Çàäà÷à �10-2. Äâîå ïðîòèâ âåòðà

Ìåòîä �1

Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå øàðèêîâ. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþ-
òîíà äëÿ êàæäîãî èç íèõ

ma⃗1 = mg⃗ − k(v⃗1 − u⃗),

ma⃗2 = mg⃗ − k(v⃗2 − u⃗)

è âû÷òåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äðóã èç äðóãà

ma⃗r = −kv⃗r.

Çäåñü a⃗r = a⃗2 − a⃗1 � îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå øàðèêîâ, à v⃗r = v⃗2 − v⃗1 � èõ
îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìàëîå èçìåíåíèå îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè dv⃗r è ìàëîå èçìåíåíèå âåêòîðà ñìåùåíèÿ âòîðîãî øàðèêà
îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî d⃗l ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dv⃗r = − k

m
d⃗l.
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Ïîñêîëüêó îíî ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ïîëíîå èçìåíåíèå îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè ∆v⃗r è ïîëíîå èçìåíåíèå âåêòîðà ñìåùåíèÿ ∆l⃗ ñâÿçàíû àíàëî-
ãè÷íî

∆v⃗r = − k

m
∆l⃗.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñïóñòÿ íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøå âðåìÿ îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü øàðèêîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëà (v⃗r = 0⃗), à âåêòîð ñìåùåíèÿ ìåæäó íèìè

l⃗ = L⃗ íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî ââåðõ è èìååò äëèíó L, ñëåäîâàòåëüíî

0⃗− (v⃗20 − v⃗10) = − k

m
(L⃗− 0⃗),

v⃗20 − v⃗10 =
k

m
L⃗.

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü

v20 cosα2 − v10 cosα1 = 0,

îòêóäà

v20 = v10
cosα1

cosα2
≈ 12,26 ì/ñ.

Ìåòîä �2

Çàïèøåì äëÿ ïåðâîãî øàðèêà âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OX,
íàïðàâëåííóþ ãîðèçîíòàëüíî âïðàâî,

m
dv1x
dt

= −k(v1x + u).

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ (x1(0) = 0 è v1x(0) = v10 cosα1), ïîëó÷èì

v1x(t) = (v10 cosα1 + u)e−
k
m t − u,

x1(t) =
m

k
(v10 cosα1 + u)(1− e−

k
m t)− ut.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

v2x(t) = (v20 cosα2 + u)e−
k
m t − u,

x2(t) =
m

k
(v20 cosα2 + u)(1− e−

k
m t)− ut.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî x1(∞) = x2(∞), ïîýòîìó

v10 cosα1 = v20 cosα2,
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îòêóäà

v20 = v10
cosα1

cosα2
≈ 12,26 ì/ñ.

Ìåòîä �1

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî âòîðîé øàðèê óïàë ïîçäíåå, âåêòîð L⃗
íàïðàâëåí ââåðõ. Çàïèøåì ïîëó÷åííîå âûøå âåêòîðíîå ðàâåíñòâî v⃗20− v⃗10 = k

m L⃗
â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü

v20 sinα2 − v10 sinα1 =
k

m
L.

Îòñþäà
m

k
=

L

v20 sinα2 − v10 sinα1
= 0,75 ñ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïåðâîãî øàðèêà â îòäåëüíîñòè. Çàïèøåì äëÿ
íåãî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü OY ,

m
dv1y
dt

= −mg − kv1y ⇒ dv1y = −gdt− k

m
dy1.

Çäåñü y1 � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîãî øàðèêà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ñïóñòÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ïðèìåò çíà-
÷åíèå −mg/k. Ïåðåõîäÿ ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì òàê, êàê ìû ðàíüøå ñäåëàëè
ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ è âåêòîðîì ñìåùåíèÿ ìåæäó øàðèêàìè, ïîëó÷èì

−mg

k
− v10 sinα1 = −gτ +

k

m
H.

Îòñþäà

H =
m

k
(gτ − v10 sinα1)−

m2

k2
g = 30,83 ì.

Ìåòîä �2

Çàïèøåì äëÿ ïåðâîãî øàðèêà âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OY ,
íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ,

m
dv1y
dt

= −mg − kv1y.

Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (y(0) = 0 è v1y(0) = v10 sinα1),
ïîëó÷èì

v1y(t) =
(
v10 sinα1 +

mg

k

)
e−

k
m t − mg

k
,

y1(t) =
m

k

(
v10 sinα1 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t)− mg

k
t.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

v2y(t) =
(
v20 sinα2 +

mg

k

)
e−

k
m t − mg

k
,

y2(t) =
m

k

(
v20 sinα2 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t)− mg

k
t.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî y2(∞)− y1(∞) = L, òàê ÷òî

m

k
(v20 sinα2 − v10 sinα1) = L.

Îòñþäà
m

k
=

L

v20 sinα2 − v10 sinα1
= 0,75 ñ.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,

H = −y1(τ) =
mg

k
τ − m

k

(
v10 sinα1 +

mg

k

)
(1− e−

k
m τ ) = 30,84 ì.

Ìåòîä �1

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû øàðèêîâ êàê öåëîãî. Óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ
a⃗c = (⃗a1 + a⃗2)/2 ñâÿçàíî ñ âíåøíèìè ñèëàìè âûðàæåíèåì

2ma⃗c = −k(v⃗1 + v⃗2 − 2u⃗) + 2mg⃗ = −2k(v⃗c − u⃗) + 2mg⃗,

ãäå v⃗c = (v⃗1 + v⃗2)/2 � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå v⃗f = u⃗+mg⃗/k
� íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü ëþáîãî èç øàðèêîâ. Ïî-
ëó÷èì

a⃗c = − k

m
(v⃗c − v⃗f ).

Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v⃗f . Óñêî-
ðåíèå è ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â ýòîé ñèñòåìå îáîçíà÷èì a⃗′c è v⃗′c ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà

a⃗′c = − k

m
v⃗′c.

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå! Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî öåíòð
ìàññ äâàæäû ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó O, êîòîðàÿ â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äâè-
æåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ −v⃗f . Ñëåäîâàòåëüíî, v⃗

′
c || v⃗f . Íî v⃗′c = v⃗c − v⃗f , à

çíà÷èò
v⃗c || v⃗f ,

òî åñòü

(v⃗1 + v⃗2) ||
(
u⃗+

mg⃗

k

)
.
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Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â òîì ÷èñëå äëÿ íà÷àëüíîãî. Òàêèì
îáðàçîì

v10 cosα1 + v20 cosα2

v10 sinα1 + v20 sinα2
=

u

mg/k
.

Ñ ó÷¼òîì v20 cosα2 = v10 cosα1 îòñþäà ïîëó÷èì

u =
m

k

2g

tgα1 + tgα2
≈ 10,96 ì/c.

Ìåòîä �2

Ïóñòü îñü OY øàðèêè ïåðåñåêàþò â ìîìåíò âðåìåíè t1 íà ðàññòîÿíèÿõ h îò
òî÷êè O. Òîãäà èìååì

0 =
m

k
(v10 cosα1 + u)(1− e−

k
m t1)− ut1,

−h =
m

k

(
v10 sinα1 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t1)− mg

k
t1,

h =
m

k

(
v20 sinα2 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t1)− mg

k
t1.

Èñêëþ÷èâ èç ýòîé ñèñòåìû t1 è h, âûðàçèì

u =
2mg

k

v10 cosα1

v10 sinα1 + v20 sinα2
.

Ñ ó÷¼òîì v20 cosα2 = v10 cosα1 îòñþäà ïîëó÷èì

u =
m

k

2g

tgα1 + tgα2
≈ 10,96 ì/c.

Çàäà÷à �10-3. Ãàçèðîâêà ïîä ïîðøíåì

Ïóñòü Vâ � îáú¼ì âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà, V1 è V2 � îáú¼ìû ãàçà è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ãàçèðîâàííîé âîäû â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà. Òàê êàê âîäà ïîñòóïàåò ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, à ñóììàðíûé îáú¼ì ñîñóäà ðàâåí 2V0, òî

V2 = qt, V1 = 2V0 − Vâ − qt.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîäà åù¼ íå çàïîëíèëà âñþ íèæíþþ ÷àñòü ñîñóäà
(V1 > 0). Ïîðøåíü, ðàçäåëÿþùèé ñîñóä, ë¼ãêèé è äâèãàåòñÿ áåç òðåíèÿ, ïîýòî-
ìó äàâëåíèå óãëåêèñëîãî ãàçà P ïî îáå ñòîðîíû îò íåãî îäèíàêîâî. Ìàññà CO2,
ðàñòâîð¼ííîãî â âîäå, ñîãëàñíî çàêîíó Ãåíðè ðàâíà

m2 = µðV2 = kPV2 = kPqt.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàññû ãàçà â âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòÿõ ñîñóäà ðàâíû, ñëå-
äîâàòåëüíî â íåêîòîðûé ìîìåíò t ìàññà ãàçà ïîä ïîðøíåì

m1 = mâ −m2 = mâ − kPqt, (*)

ãäå mâ � ìàññà óãëåêèñëîãî ãàçà â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà. Çàïèøåì òåïåðü óðàâíå-
íèÿ Ìåíäåëååâà�Êëàïåéðîíà äëÿ ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ ïî îáå ñòîðîíû îò ïîðøíÿ,
è, âûðàæàÿ îòòóäà ìàññû, ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå (∗){

PVâ = mâRT0/M,
PV1 = m1RT0/M

⇒ PV1M

RT0
=

PVâM

RT0
− kPqt ⇒

⇒ V1 = Vâ −
kRT0

M
· qt.

Îòñþäà, ðåøàÿ ñèñòåìó, íàéä¼ì, ÷òî

Vâ = V0 +
qt

2

(
kRT0

M
− 1

)
, V1 = V0 −

qt

2

(
kRT0

M
+ 1

)
. (**)

Ïîñêîëüêó
kRT0

M
=

3,17 · 10−5 · 8,31 · 274
0,044

≈ 1,64 > 1,

òî èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ â (∗∗) ñëåäóåò, ÷òî Vâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ, à ïîðøåíü äâèãàåòñÿ âíèç. Ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ ðàâíà

vï =
∆Vâ
S∆t

=
q

2S

(
kRT0

M
− 1

)
=

4 ñì3/ñ

256 ñì2
(1,64− 1) ≈ 0,01 ñì/ñ.

Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ â (∗∗) ñëåäóåò, ÷òî îáú¼ì ãàçà íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû
â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà íåïðåðûâíî óìåíüøàåòñÿ è â ìîìåíò âðåìåíè

t1 =
2V0

q(kRT0/M + 1)
=

2 · 6,6 ë
0,004 ë/ñ · (1,64 + 1)

≈ 1250 ñ

ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì, âåñü ãàç îêàçûâàåòñÿ ðàñòâîðåííûì â æèäêîñòè, à æèä-
êîñòü óïèðàåòñÿ â ïîðøåíü. Â äàëüíåéøåì ïîñòóïàþùàÿ âîäà áóäåò ïîäíèìàòü
ïîðøåíü, à îáú¼ì ãàçà â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà ñòàíåò óìåíüøàòüñÿ. Ïðîöåññ, ïðî-
èñõîäÿùèé ñ ãàçîì íàä ïîðøíåì, èçîòåðìè÷åñêèé, ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå äàâëå-
íèå Pmin äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì Vâ, òî åñòü ÷åðåç âðåìÿ t = t1 ïîñëå
âêëþ÷åíèÿ íàñîñà.

Ìàêñèìàëüíûé îáú¼ì âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1.
Íàéäåì ýòîò îáúåì, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ t1 â ïåðâóþ ôîðìóëó (∗∗):

Vâmax = 2V0 ·
kRT0/M

kRT0/M + 1
≈ 8,2 ë.
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Äàâëåíèå ãàçà íàä ïîðøíåì â ýòîò ìîìåíò, cîãëàñíî çàêîíó Áîéëÿ�Ìàðèîòòà,
ðàâíî

Pmin =
P0V0

Vâmax
≈ 132 êÏà.

Â ìîìåíò âûêëþ÷åíèÿ íàñîñà äàâëåíèå ãàçà íàä ïîðøíåì ðàâíî Pêð, à îáú¼ì
âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà ñîñòàâëÿåò

Vâ êð =
P0V0

Pêð
=

2V0

5
= 2,64 ë.

Îáú¼ì îñòàëüíîé ÷àñòè ñîñóäà, çàïîëíåííîé âîäîé, ðàâåí

V2 êð = 2V0 − Vâ êð =
8V0

5
.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû íàñîñà

t2 =
V2 êð

q
=

8V0

5q
= 2640 ñ.

Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè Vâ(t) èìååò âèä ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ.
Âåðøèíà ëîìàíîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (t1; Vâmax), à å¼ êîíöû �
â òî÷êàõ (0; V0) è (t2; Vâ êð). Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè Vâ(t), îòìåòèâ íà í¼ì
õàðàêòåðíûå òî÷êè.

Vâ, ë

t, ñ

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(0 ñ; 6,6 ë)

(1250 ñ; 8,2ë)

(2640 ñ; 2,64 ë)
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Çàäà÷à �10-4. Ãàíòåëü â ïîëîñòè

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñÿì ïîëîñòè è öèëèíäðà. Ïóñòü
O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè öèëèíäðà ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ, à O′ � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ îñüþ ïîëîñòè (ðèñ. 1). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A âíóòðè ïîëîñòè. Åñ-

ëè r⃗ =
−→
OA, r⃗′ =

−−→
O′A, à d⃗ =

−−→
OO′, òîãäà r⃗ = r⃗′ + d⃗.

ρ

O
O′

A

r⃗
r⃗′

d⃗

E⃗ρ

E⃗−ρ

E⃗A

Ðèñ. 1

Ïóñòü ρ � îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà öèëèíäðà, òîãäà ïîëîñòü ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ öèëèíäðîâ ñ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ è −ρ.
Ïåðâûé öèëèíäð äîïîëíÿåò öèëèíäð ñ âûðåçîì äî ïîëíîãî ñïëîøíîãî öèëèíäðà.
Ïîëå âíóòðè âûðåçà ïðåäñòàâèì êàê ñóïåðïîçèöèþ ïîëåé äîïîëíåííîãî öèëèíäðà
è öèëèíäðà ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà −ρ.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ, íàéä¼ì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà íàïðÿæ¼ííîñòü
ïîëÿ E(r) âíóòðè ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî öèëèíäðà:

ΦE =
qin
ε0

, ãäå ΦE = 2πrlE(r), qin = πr2lρ,

îòêóäà E(r) = ρr
2ε0

èëè, â âåêòîðíîì âèäå, E⃗(r⃗) = ρ
2ε0

r⃗. Òîãäà íàïðÿæ¼ííîñòü
ïîëÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå A ðàâíà

E⃗A = E⃗ρ(r⃗) + E⃗−ρ(r⃗
′) =

ρ

2ε0
r⃗ +

(−ρ)

2ε0
r⃗′ =

ρ

2ε0
(r⃗ − r⃗′) =

ρ

2ε0
d⃗.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëå âíóòðè ïîëîñòè îäíîðîäíî, âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè íàïðàâ-

ëåí ãîðèçîíòàëüíî, à åãî ìîäóëü ðàâåí Eï =
ρR

4ε0
.

Íà çàðÿæåííûé øàðèê ìàññîé m è çàðÿäîì q, ïîìåù¼ííûé â ïîëîñòü, äåé-

ñòâóåò ñèëà F⃗ = F⃗g + F⃗E , ãäå Fg = mg � ñèëà òÿæåñòè, FE =
qρR

4ε0
� ñèëà ñî

ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòè ñèëû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è îäíîðîäíû,

ïîýòîìó øàðèê áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a =

√√√√g2 +

(
qρR

4mε0

)2

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øàðèê äîëåòåë äî ñòåíêè ïîëîñòè çà âðåìÿ τ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

a =
2(R/2)

τ2
=

√
2g, îòêóäà ρ =

4ε0mg

qR
.

Ïóñòü B � ñåðåäèíà ñòåðæíÿ, r = 3R/8 � ðàäèóñ êîëüöà, à L =
√
2r � ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó áóñèíêàìè. Ïðè äâèæåíèè ñòåðæíÿ ñ áóñèíêàìè âåêòîð
−−→
O′B áóäåò

ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â ïëîñêîñòè ðèñóíêà, à ñêîðîñòü îáåèõ
áóñèíîê áóäåò, â ñèëó êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè, îäèíàêîâà. Îáîçíà÷èì φ óãîë ïî-

âîðîòà âåêòîðà
−−→
O′B è íàéä¼ì çíà÷åíèå óãëà φð, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîé

ñêîðîñòè áóñèíîê.
Ìåòîä �1

Ñîãëàñíî òåîðåìå î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

3mv2

2
= Ag +AE ,

ãäå v � ñêîðîñòü áóñèíîê, Ag è AE � ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè è ýëåêòðè÷åñêîé ñèëû

ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ îáåèõ ðàáîò ïðè ïîâîðîòå âåêòîðà
−−→
O′B

íà óãîë φ:

Ag = mgr(cos(φ− π/4)− cos(π/4)) + 2mgr(cos(π/4 + φ)− cos(π/4)),

AE = 2qEïr(sin(φ− π/4) + sin(π/4)) + qEïr(sin(π/4 + φ)− sin(π/4)).

Èç ñîîòíîøåíèé, íàéäåííûõ â ïåðâîì ïóíêòå, ïîëó÷èì, ÷òî

qEï = q · ρR
4ε0

= mg.

Èñïîëüçóÿ ýòî, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé ðàáîòû:

AΣ = Ag +AE = mgr(2 cos(φ− π/4)−
√
2).

Ñêîðîñòü áóñèíîê áóäåò íàèáîëüøåé òîãäà, êîãäà AΣ äîñòèãíåò ìàêñèìóìà, òî
åñòü ïðè φð = π/4. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé ðàáîòû,
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ïîëó÷èì

AΣmax = mgr(2−
√
2) ⇒ 3mv2max

2
= mgr(2−

√
2) ⇒

⇒ vmax =

√
2(2−

√
2)gr

3
=

√
(2−

√
2)gR

2
.

Ìåòîä �2

Â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ áóñèíêàìè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè èõ òàíãåíöèàëüíîå óñêî-
ðåíèå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ñóììà ìîìåíòîâ ñèë òÿæåñòè è ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë,
ðàññ÷èòàííûõ â äàííûé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè O′, ðàâíà íóëþ. Çàïèøåì
âûðàæåíèÿ äëÿ Mg è ME (ñóììàðíîãî ìîìåíòà ñèë òÿæåñòè è ýëåêòðè÷åñêèõ
ñèë ñîîòâåòñòâåííî), ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèå ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè:

Mg = −mgr sin(φ− π/4)− 2mgr sin(φ+ π/4),

ME = 2qEïr cos(φ− π/4) + qEïr cos(φ+ π/4).

Èç ñîîòíîøåíèé, íàéäåííûõ â ïåðâîì ïóíêòå, ïîëó÷èì, ÷òî

qEï = q · ρR
4ε0

= mg.

Èñïîëüçóÿ ýòî, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîãî ìîìåíòà

MΣ = Mg +ME = −mgr sin(φ− π/4)− 2mgr sin(φ+ π/4) +

+ 2mgr cos(φ− π/4) +mgr cos(φ+ π/4) = −2mgr sin(φ− π/4).

Ïðè φ < π/4 ñóììàðíûé ìîìåíò ïîëîæèòåëüíûé, è ñèñòåìà ðàçãîíÿåòñÿ, äî-
ñòèãàÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ïðè φð = π/4, êîãäà MΣ = 0. Ñîãëàñíî çàêîíó
èçìåíåíèÿ ýíåðãèè

3mv2max

2
+ 2mgr − 3mg ·

(
r − r√

2

)
= 2qEï ·

r√
2
+ qEï

(
r − r√

2

)
,

îòêóäà

3mv2max

2
= mgr(2−

√
2) ⇒ vmax =

√
2(2−

√
2)gr

3
=

√
(2−

√
2)gR

2
.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé:
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1) Òàê êàê ñòåðæåíü íåâåñîì, ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñòåðæåíü, ðàâíà
íóëþ.

2) Òàê êàê ñòåðæåíü è áóñèíêè ñîåäèíåíû øàðíèðíî, ñèëà, ñ êîòîðîé ñòåð-
æåíü äåéñòâóåò íà áóñèíêè, íàïðàâëåíà âäîëü íåãî.

3) Â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ áóñèíêîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè å¼ òàíãåíöèàëüíîå
óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ýòó áóñèíêó, íà
îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ðàäèóñó, ðàâíà íóëþ.

L

O′

mg

2mg

2qEï

qEï

T + Fêóë

T + Fêóë

Nm

N2m

an

an

π
4

π
4

Ðèñ. 2

Ðàññìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êàæäóþ èç áóñèíîê â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ
èìè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè, òî åñòü ïðè φð = π/4 (ðèñ. 2). Çàïèøåì âòîðîé çà-
êîí Íüþòîíà äëÿ íèæíåé áóñèíêè â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü, ó÷èòûâàÿ
òðåòüå óòâåðæäåíèå,

0 = 2qEï − (T + Fêóë) cos(π/4),

ãäå T � ñèëà ðåàêöèè ñòåðæíÿ, à Fêóë = q2/(2πε0L
2) � ñèëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî

îòòàëêèâàíèÿ áóñèíîê.
Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

T = 2
√
2qEï − Fêóë = 2

√
2mg − q2

2πε0L2
= 2

√
2mg − 16q2

9πε0R2
.

Íîðìàëüíîå óñêîðåíèå â ýòîò ìîìåíò ðàâíî an =
v2

r
=

2(2−
√
2)

3
g. Çàïèøåì

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ îáåèõ áóñèíîê â ïðîåêöèè íà ðàäèàëüíî íàïðàâëåííûå
îñè (äëÿ íèæíåé áóñèíêè � íà âåðòèêàëüíóþ, äëÿ âåðõíåé � íà ãîðèçîíòàëüíóþ):

man = − (T + Fêóë) sin(π/4)−mg +Nm,

2man = − (T + Fêóë) sin(π/4)− qEï +N2m.

Ïîñêîëüêó T + Fêóë = 2
√
2qEï,

Nm = mg +man + 2qEï = 3mg +mg ·
2(2−

√
2)

3
= mg ·

13− 2
√
2

3
,

N2m = 2man + 3qEï = 3mg +mg ·
4(2−

√
2)

3
= mg ·

17− 4
√
2

3
.

Çàäà÷à �10-5. Òåðìèñòîð, ëàçåð è äèîä

Êîãäà äèîä îòêðûâàåòñÿ, íàïðÿæåíèå íà í¼ì è íà òåðìèñòîðå ðàâíî U0, à ñè-
ëà òîêà ÷åðåç äèîä ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ñèëà òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ðåçè-
ñòîð r è òåðìèñòîð, ðàâíà I = (E1 − U0)/r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

I = U0/R0 · (1 + α(t1 − t0))
2,

ãäå t1 � òåìïåðàòóðà òåðìèñòîðà â äàííîì ðåæèìå. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ,
íàõîäèì, ÷òî

α(t1 − t0) =

√
R0

r
· (E1 − U0)

U0
− 1 = 0,5.

Òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà òåðìèñòîðå, äîëæíà â óñòàíîâèâøåìñÿ
ðåæèìå ðàññåèâàòüñÿ â îêðóæàþùèé âîçäóõ. Ïîýòîìó

U2
0

R0
· (1 + α(t1 − t0))

2 = k(t1 − t0),

ãäå k � êîýôôèöèåíò â çàêîíå Íüþòîíà-Ðèõìàíà. Âûðàçèì èç äàííîãî âûðàæå-
íèÿ âåëè÷èíó k/α:

k

α
=

U2
0

R0
· (1 + α(t1 − t0))

2

α(t1 − t0)
= 0,3 Âò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íà òåðìèñòîð ñâåòÿò ëàçåðîì. Çàïèøåì óñëîâèå
áàëàíñà ìîùíîñòåé ïðè íàïðÿæåíèè íà òåðìèñòîðå, ðàâíîì U :

U2

R0
· (1 + α(t− t0))

2 + P = k(t− t0).
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Âûðàçèì U2:

U2 = R0 ·
k(t− t0)− P

(1 + α(t− t0))2
(*)

è íàéä¼ì ìàêñèìóì ýòîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷àÿ z = α(t− t0 − P/k), ïîëó÷èì

U2 =
R0k/α · z

(1 + αP/k + z)2
=

R0k/α(
1+αP/k√

z
+

√
z
)2 .

Äàëåå èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ:

U2 ⩽ U2
max =

R0k/α

4(1 + αP/k)
.

Åñëè äèîä íå îòêðûâàåòñÿ ïðè ëþáîé ÝÄÑ èñòî÷íèêà,

Umax ⩽ U0 ⇒ P ⩾
k

α
·
(
R0k/α

4U2
0

− 1

)
= 0,0375 Âò.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, êîòîðóþ äîëæåí ïåðåäàâàòü
ëàçåð, ÷òîáû äèîä çàêðûëñÿ ïðè ëþáîé E , ðàâíà 37,5 ìÂò.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó äèîä ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ëàçåðà íå îòêðûëñÿ,
çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (∗) ïðè P = 0 òîæå èìååò ìàêñèìóì, à ñëåäîâàòåëüíî
íàïðÿæåíèå íà òåðìèñòîðå ìîæåò áûòü ìåíüøå U0 êàê ïðè ìàëûõ òîêàõ (è ìàëûõ
ÝÄÑ), òàê è ïðè áîëüøèõ òîêàõ (è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøèõ ÝÄÑ). Ïîäñòàâèâ
â (∗) çíà÷åíèÿ U0, R0, k/α è P = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

α(t− t0)

(1 + α(t− t0))2
=

2

9
,

êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ: ïåðâûé íàì óæå èçâåñòåí

α(t1 − t0) = 1/2,

à âòîðîé � íîâûé
α(t2 − t0) = 2.

Ðàññ÷èòàåì äëÿ íåãî ÝÄÑ èñòî÷íèêà, ñ÷èòàÿ òîê ÷åðåç äèîä ðàâíûì íóëþ:

E2 = I2r + U0 =
U0r

R0
(1 + α(t2 − t0))

2 + U0 =
9U0r

R0
+ U0 = 14 Â.

Òàêèì îáðàçîì, ÝÄÑ èñòî÷íèêà íàäî óìåíüøèòü äî 14 Â, ÷òîáû äèîä ñíîâà îò-
êðûëñÿ.
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Çàäà÷à �11-1. Âûáîèíà

Ðàññìîòðèì ñêàòûâàíèå øàéáû ïî ãðàíèöå. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè îáëàñòè
ñêàòûâàíèÿ ó÷àñòîê äåôîðìàöèè âûáîèíû ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðûì íàêëîííûì
ïðîôèëåì. Òîãäà ñèëà ðåàêöèè íà øàéáó äåéñòâóåò òîëüêî â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû øàéáû è âûáîèíû (ñì. ðèñ.), à çíà÷èò èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ýòîìó ñå÷åíèþ êîìïîíåíòà
ñêîðîñòè øàéáû ñîõðàíÿåòñÿ.

v⃗∥

N⃗

mg⃗

Íà ïîâåðõíîñòè âíå âûáîèíû ñêîðîñòü øàéáû v1 è îíà íàïðàâëåíà ïîä óãëîì
α ê ïåðïåíäèêóëÿðó ê ãðàíèöå ðàçäåëà. Íà äíå âûáîèíû ñêîðîñòü øàéáû v2 è îíà
íàïðàâëåíà ïîä óãëîì β ê ãðàíèöå ðàçäåëà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
øàéáû ñ îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà äðóãóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó,
ïîõîæóþ íà çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà: v⊥ = v1 sinα = v2 sinβ.

α

α

v⃗1∥

v⃗⊥

v⃗1

v⃗2∥

v⃗⊥

v⃗2

β

Ïóñòü óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí α, à óãîë ïðåëîìëåíèÿ β. Èç ïðåäûäóùåãî ðåçóëü-

òàòà: v1 sinα = v2 sinβ ïîëó÷àåì sinβ =
sinα

n
, ãäå n =

v2

v1
. Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì

ãåîìåòðèþ òðàåêòîðèè. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå âûñîòû AH1 è BH2, äëèíû
êîòîðûõ èç óñëîâèÿ ðàâíû x0 è x1. Òàê êàê AO = OB (ýòî ðàäèóñû, êîòîðûå
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ðàâíû R) , òî ∠OAB = ∠OBA = β. Òîãäà èç ∆AOB: AB = L = 2R cosβ. Èç ãåî-
ìåòðèè äëÿ òðàïåöèè AH1H2B âèäíî, ÷òî x0 − x1 = L sin(α− β).

O H2H1

α

α

β
β

L

A

B

x0
x1

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = x0−2R cosβ(sinα cosβ−cosα sinβ). Òàêæå èç∆AOH1

ìû âèäèì, ÷òî sinα =
x0

R
. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü:

x1

R
=

x0

R

(
2

n2

(x0

R

)2
+

2

n

√
1− n2 + 1

n2

(x0

R

)2
+

1

n2

(x0

R

)4
− 1

)
.

Îäíàêî îíà ïîëó÷àåòñÿ ñëîæíîé äëÿ àíàëèçà, ïîýòîìó îáðàòèì âíèìàíèå íà öåí-
òðàëüíóþ ÷àñòü ãðàôèêà. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî öåíòðàëüíûé ó÷àñòîê ãðàôèêà

áëèçîê ê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
x0

R
≪ 1. Èñïîëü-

çóåì åãî è ïðåîáðàçóåì çàâèñèìîñòü äëÿ öåíòðàëüíîãî ó÷àñòêà:

x1

R
=

x0

R

(
2

n
− 1

)
.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü ñðàçó, âîñïîëüçîâàâøèñü ìàëîñòüþ óãëîâ
α è β. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ìàëûõ x0 çàâèñèìîñòü x1(x0) � ëèíåéíàÿ, ïðè÷åì

óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé ïðÿìîé k =

(
2

n
− 1

)
. Ñòðîèì àïïðîêñèìèðóþùóþ

ïðÿìóþ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ãðàôèêà.

Èç ãðàôèêà ïîëó÷àåì k ≈ 0,34. Òîãäà n =
v2

v1
=

2

1 + k
≈ 1,49, îòêóäà v2 =

1,49v1. Òîãäà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
mv22
2

=
mv21
2

+mgh íàõîäèì ãëóáèíó

âûáîèíû: h =
v22 − v21

2g
.
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−1.0 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−0.2

−0.1

0.1

0.2

x0/R

x1/R

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëà, ïîëó÷èì èòîãîâûé îòâåò:

h ≈ 0,61
v21
g

Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ x1 íå çàâèñèò îò x0. Ïðè n = 2 íà öåíòðàëü-
íîì ó÷àñòêå k = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî òðàåêòîðèè ôîêóñèðóþòñÿ â òî÷êå
óñòàíîâêè âîðîò.

Òîãäà v2 = 2v1, à äëÿ h ïîëó÷èì:

h = 1,5
v21
g

Çàäà÷à �11-2. Ìîëåêóëÿðêà

Íà ó÷àñòêàõ 1 − 2 è 3 − 4 äàâëåíèå è îáú¼ì ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã
äðóãó, ïîýòîìó âäîëü ýòèõ ó÷àñòêîâ îíè îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàþòñÿ èëè óìåíü-
øàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåìïåðàòóðà ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ è äîñòèãàåò ìèíè-
ìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ ýòèõ ó÷àñòêîâ. Ó÷àñòêè öèêëà
(2 − 3 è 4 − 1) ÿâëÿþòñÿ èçîòåðìàìè, òàê êàê p = nkT , ïîýòîìó p/n = const
òîëüêî ïðè T = const. Òàê êàê òî÷êà 2 èìååò íàèáîëüøóþ îðäèíàòó, òî ó÷àñòîê
2− 3 ÿâëÿåòñÿ ñ èçîòåðìîé ñ íàèáîëüøåé òåìïåðàòóðîé, à 4− 1 � ñ íàèìåíüøåé.
Îáîçíà÷èì ýòè òåìïåðàòóðû Tmax è Tmin ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ ìû çíàåì

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

ÊÏÄ öèêëà Êàðíî, ïîñòðîåííîãî ìåæäó ýòèìè òåìïåðàòóðàìè:

ηK = 0,5 =
Tmax − Tmin

Tmax
.

Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðàìè:

Tmax = 2Tmin.

Òî÷êà (1,1) ëåæèò íà ó÷àñòêå 4− 1, ïîýòîìó:

p0 =
N0

V0
kTmin

. Âûðàæàÿ òåìïåðàòóðó, ïîëó÷àåì:

Tmin =
p0V0

N0k
=

p0
n0k

; Tmax =
2p0
n0k

.

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò íàêëîíà ãðàôèêà çàâèñèìîñòè p/p0 îò n/n0 äëÿ èçîòåðìû
ñ òåìïåðàòóðîé T :

p = nkT,
p

p0
=

n0kT

p0
· n

n0

Êîýôôèöèåíò íàêëîíà ÿâëÿåòñÿ òàíãåíñîì ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà:

tanβ =
n0kT

p0
.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ðàíåå òåìïåðàòóðû è ïîëó÷èì îòâåò.
Äëÿ 4 − 1: tanβ4−1 = 1 èëè β4−1 = 45◦. Äëÿ 2 − 3: tanβ2−3 = 2 èëè β2−3 =

arctan 2 = 63,4◦.
Çàìåòèì, ÷òî íà 4 − 1 èç íàéäåííîãî ðàíåå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ïîëó÷à-

åì T/T0 = 1, àíàëîãè÷íî íà 2 − 3 èìååì T/T0 = 2. Ñîîòâåòñòâåííî òî÷êà (1,1)
ïðèíàäëåæèò ó÷àñòêó 4−1 è â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì
âèä ó÷àñòêîâ 1− 2 è 3− 4. Íà íèõ äàâëåíèå è îáú¼ì ïðîïîðöèîíàëüíû:

p

p0
∝ V

V0
=

n0

n
,

òàê êàê nV = n0V0 = N0.

n =
p

kT
∝ V

T
∝ 1

nT
, n2 ∝ 1

T

Òàêèì îáðàçîì íà ýòèõ ó÷àñòêàõ èìååì:

n

n0
∝
√

T0

T
.
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Ïîñòðîèì êà÷åñòâåííî ãðàôèê.

n
n0

T
T0

1 20

1

4

1

2

3

Äëÿ óäîáñòâà íàðèñóåì íàø öèêë â êîîðäèíàòàõ p/p0 − V/V0.

p
p0

V
V0

10

1

1

2

3

4

δ

α

Çàìåòèì, ÷òî 1 − 2 è 3 − 4 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ pV −1 = const, òî åñòü
ýòî ïîëèòðîïû. Íàéä¼ì òåïëî¼ìêîñòü â òàêîì ïðîöåññå.

δQ = dU + δA = νCV dT + pdV

p ∝ V ⇒ dp

p
=

dV

V
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pV = νRT ⇒ dT

T
=

dp

p
+

dV

V
= 2

dV

V
⇒ dV

V
=

dT

2T

pdV =
pV dT

2T
=

νRTdT

2T
=

νR

2
dT

δQ = νCV dT +
νR

2
dT = ν

(
CV +

R

2

)
dT

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãàç äâóõàòîìíûé, ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòèõ ïðîöåññàõ åãî òåïëî¼ì-
êîñòü C = 3νR. Òàêèì îáðàçîì ìîæåì íàéòè òåïëîòó â ïðîöåññàõ 1− 2 è 3− 4:

Q1−2 = −Q3−4 = C(2T0 − T0) = 3νRT0.

Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó 3 − 4 è îñüþ àáñöèññ δ. Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ îáú¼ìà ãàçà
â âåðøèíàõ öèêëà. Òî÷êà 4:

p4
p0

· V4

V0
=

(
V4

V0

)2

tan δ =
T4

T0
= 1,

V4

V0
=

√
1

tan δ

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ.

V3

V0
=

√
2

tan δ
,
V1

V0
=

√
1

tan(δ + α)
,
V2

V0
=

√
2

tan(δ + α)

Íàéä¼ì òåïëîòû íà ó÷àñòêàõ 4− 1 è 2− 3. Òàê êàê ýòî èçîòåðìû, òî îíè ðàâíû
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàáîòàì.

Q2−3 =

V3∫
V2

pdV = 2νRT0

V3∫
V2

dV

V
= 2νRT0 ln

V3

V2
,

Q2−3 = 2νRT0 ln

(√
tan(δ + α)

tan δ

)
= νRT0 ln

(
tan(δ + α)

tan δ

)
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ó÷àñòêà 4− 1.

Q4−1 = −νRT0

2
ln

(
tan(δ + α)

tan δ

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà â öèêëå A = Q1−2 + Q2−3 + Q3−4 + Q4−1. Ïðè ýòîì òåïëî
ïîäâîäèòñÿ òîëüêî íà ó÷àñòêàõ 1− 2 è 2− 3, ïîýòîìó Q+ = Q1−2 +Q2−3. Òàêèì
îáðàçîì ÊÏÄ öèêëà:

η =

νRT0

2 ln
(

tan(δ+α)
tan δ

)
νRT0 ln

(
tan(δ+α)

tan δ

)
+ 3νRT0

=
1

2

(
1 + 3

ln( tan(δ+α)
tan δ )

) .

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

Íàéä¼ì, êàê tan(δ+α)
tan δ çàâèñèò îò δ.

d

dδ

(
tan(δ + α)

tan δ

)
=

tan δ
cos2(δ+α) −

tan(δ+α)
cos2 δ

tan2 δ
=

=
sin δ cos δ − sin(δ + α) cos(δ + α)

sin2 δ cos2(δ + α)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè:

sin δ cos δ − sin(δ + α) cos(δ + α) = 0.

sin 2δ = sin 2(δ + α)

2δ = π − 2(δ + α)

δ =
π

2
− (δ + α)

δ =
π

4
− α

2

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà 1−2 è 3−4 ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé p/p0 = V/V0. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ óìåíüøàåòñÿ
îò áåñêîíå÷íîñòè ïðè δ = 0 äî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ýòîò ìîìåíò, à ïîòîì
âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè α+ δ = π/2. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ÊÏÄ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå δ = π

4 − α
2 îí ìèíèìàëåí, à ìàêñèìàëåí èëè ïðè

ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè, èëè ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè δ. Íàéä¼ì îãðàíè÷å-
íèÿ íà δ. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿòíî, ÷òî δ > 0 è α+ δ < π/2. Òàê æå
èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (1,1) ëåæèò ìåæäó ïðÿìûìè ñîäåðæàùèìè 1 − 2
è 3− 4, ïîýòîìó α+ δ > π/4 è δ < π/4. Ñóììàðíî ïîëó÷àåì:

max
(
0,
π

4
− α

)
⩽ δ ⩽ min

(π
4
,
π

2
− α

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, ïîýòîìó ìèíè-
ìóì ÊÏÄ ïðè δ = π

4 − α
2 :

η ⩾
1

2

(
1 + 3

ln( 1+sinα
1−sinα )

) .

Ìàêñèìóì ÊÏÄ çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé δ. Åñëè α ⩾ π/4, òî îòíîøå-
íèå òàíãåíñîâ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì è ñîîòâåòñâåííî îãðàíè÷åíèå
íà ÊÏÄ:

η < 1/2.

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

Â èíîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ δ ðàâíû π/4−α è π/4 äàþò îäèíàêîâûé ÊÏÄ,
òàê êàê tan(α+ π/4) = 1/ tan(π/4− α), è îãðàíè÷åíèå íà ÊÏÄ:

η ⩽
1

2

(
1 + 3

ln( 1+tanα
1−tanα )

) .

Ïðè α ⩾ π/4:
1

2

(
1 + 3

ln( 1+tanα
1−tanα )

) ⩽ η <
1

2
.

Ïðè α < π/4:

1

2

(
1 + 3

ln( 1+tanα
1−tanα )

) ⩽ η ⩽
1

2

(
1 + 3

ln(tan(π
4 +α))

) .

Â ýòîì ñëó÷àå α > π/4. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå óãëà â ñîîòâåòñòâóþùèå ôîð-
ìóëû.

0,234 ⩽ η < 0,5

Â ýòîì ñëó÷àå α < π/4. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå óãëà â ñîîòâåòñòâóþùèå ôîð-
ìóëû.

0,134 ⩽ η ⩽ 0,153

Çàäà÷à �11-3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ýòþä

Ðàññìîòðèì îäèí çàðÿä q, ðàñïîëîæåííûé íà îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà. Ïîñêîëü-
êó ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ïðîâîäÿùàÿ, íà íåé âîçíèêíóò èíäóöèðîâàííûå çàðÿ-
äû, âåëè÷èíà êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà q. Èõ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà îñè öèëèí-
äðà íà ðàññòîÿíèè z äî çàðÿäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E(ind)
z (z) = qf (ind)(z),

ãäå f (ind)(z) � íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ èí-
äóöèðîâàííûõ çàðÿäîâ.

Âêëàä â îñåâóþ íàïðÿæ¼ííîñòü âíîñÿò íå òîëüêî èíäóöèðîâàííûå çàðÿäû
íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà, íî è çàðÿäû, íàõîäÿùèåñÿ íà îñè. Íàïðÿæ¼ííîñòü
îò òàêîãî çàðÿäà ìîäóëåì q̃ ìû îáîçíà÷èì çà q̃f (p) (çäåñü ¾p¿ îò àíãëèéñêîãî
point). Ðàçóìååòñÿ, å¼ ìîæíî âû÷èñëèòü íàïðÿìóþ:

qf (p)(z) = k
q

z2
.
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Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, ïîëå â òî÷êå, ãäå íàõîäèòñÿ çàðÿäQ:

E1 = q
(
f(L)− f(L+ l)

)
,

ãäå
f(z) = f (ind)(z) + f (p)(z).

Òîãäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ l ≪ L ïîëó÷èì äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà çàðÿä,

FQ = QE1 = −qQlf ′(L)

èëè

FQ = −qQl
(
f (ind)

)′
(L) + 2qQl

k

L3
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîâåðíóòîãî äèïîëÿ. Çàðÿä Q è èíäóöèðîâàííûå
èì çàðÿäû ñîçäàþò íà îñè öèëèíäðà ïîëå

Qf (p)(z) +Qf (ind)(z) = Qf(z).

Ïðè ñìåùåíèè îò îñè íà ìàëîå ðàññòîÿíèå r ≪ R ó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ïîÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Er. ×òîáû îïðåäåëèòü åå, ðàññìîòðèì öè-
ëèíäð âûñîòû dz ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ r, îñü ñèììåòðèè êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ îñüþ âíåøíåãî öèëèíäðà. Ïîñêîëüêó âíóòðè ýòîãî öèëèíäðà íåò çàðÿäîâ, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà, ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç åãî ïîâåðõíîñòü ðàâåí
íóëþ:

πr2Q
(
f(z + dz)− f(z)

)
+2πr dz Er = 0,

îòêóäà

Er(z) = −1

2
Qrf ′(z)

èëè æå

Er(z) = −1

2
Qr
(
f (ind)

)′
(z) +

1

4
Qr

k

z3
.

Èç ñèììåòðèè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî îñè öèëèíäðà ñëåäóåò, ÷òî îò ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç çàðÿäà Q è èíäóöèðîâàííûõ èì çàðÿäîâ, â òî÷êàõ, ãäå ðàñïîëîæåíû
çàðÿäû äèïîëÿ, ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäîëü îñè z ðàâíû, à çíà÷èò,
ïðîåêöèÿ ñóììàðíîé ñèëû íà îñü z ðàâíà 0.

Áîëåå òîãî, èç-çà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñèñòåìû èíäóöèðîâàííûõ äèïîëåì
çàðÿäîâ, îñåâàÿ ïðîåêöèÿ ñèëû íà äèïîëü îò íèõ ðàâíà íóëþ. Ñèëû æå, ñîçäàâà-
åìûå ðàäèàëüíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ïîëÿ îò èíäóöèðîâàííûõ äèïîëåì çàðÿäîâ,
óíè÷òîæàþò äðóã äðóãà.

Ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà äèïîëü,

FD = 2qEr

(
l

2

)
= −1

2
qQlf ′(L).
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Îòñþäà èñêîìîå îòíîøåíèå

FQ

FD
= 2

Çàäà÷à �11-4. Êîëüöî íà ãðàíèöå

Íà ó÷àñòêè êîëüöà, íàõîäÿùèåñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåí-
öà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó B⃗ è âåêòîðó ñêîðîñòè ó÷àñòêà êîëüöà. Ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå êîëüöà êàê íàëîæåíèå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â íà-
ïðàâëåíèè âäîëü ãðàíèöû ñî ñêîðîñòüþ vx, ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ãðàíèöå ñî ñêîðîñòüþ vy è âðàùåíèÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

Èç-çà ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè y âîçíèêàåò ìîìåíò ñèëû
Ëîðåíöà, ðàñêðó÷èâàþùèé êîëüöî. Ýòîò ìîìåíò ñèë èñ÷åçàåò òîëüêî ïîñëå òîãî,
êàê êîëüöî ïîëíîñòüþ îêàæåòñÿ â îáëàñòè ïîëÿ. Ñóììà ñèë Ëîðåíöà, äåéñòâó-
þùèõ íà ó÷àñòêè â îáëàñòè ïîëÿ, ñâÿçàííàÿ ñ äâèæåíèåì âäîëü y, íàïðàâëåíà
âäîëü ãðàíèöû è èçìåíÿåò çíà÷åíèå vx.

Ñèëû Ëîðåíöà, ñâÿçàííûå ñ ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì âäîëü îñè x, èçìå-
íÿþò ñêîðîñòü vy, íî íå ñîçäàþò ìîìåíòà ñèë, ðàñêðó÷èâàþùèõ êîëüöî. Ñèëû
Ëîðåíöà, âîçíèêàþùèå èç-çà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êîëüöà, êàê ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, äåéñòâóþò òîëüêî âäîëü y è íå âëèÿþò íà äâèæåíèå âäîëü x.

φ

∆l

y

x

O ∆l cosφ

Ðàññìîòðèì òàíãåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû Ëîðåíöà, äåéñòâóþùóþ
íà ó÷àñòîê êîëüöà äëèíû ∆l, ñâÿçàííóþ ñ vy. Îíà ðàâíà λ∆lBvy cosφ, ãäå φ �
óãîë ìåæäó ýòèì ó÷àñòêîì è îñüþ x. Âåëè÷èíà∆l cosφ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåê-
öèþ ýòîãî ó÷àñòêà íà x, à ñóììà òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ äëÿ âñåõ ó÷àñò-
êîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, áóäåò ðàâíà λlxBvy, ãäå lx � äëèíà
õîðäû, ñòÿãèâàþùåé êîíöû ó÷àñòêà êîëüöà, íàõîäÿùåãîñÿ â îáëàñòè ïîëÿ. Òîãäà

mR
dω

dt
= λBvylx.
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Ïîñëå äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà dt, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî vydt =
dy, à lxdy = dS, ãäå dS � äîïîëíèòåëüíàÿ ïëîùàäü êîëüöà, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ
â îáëàñòè ïîëÿ çà âðåìÿ dt, ïîëó÷àåì

mRdω = λ · dÔ,

ãäå dÔ � ïðèðîñò ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïëîñêîñòü êîëüöà.
Åñëè êîëüöî ïîëíîñòüþ îêàæåòñÿ â îáëàñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, åãî óãëîâàÿ

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ áóäåò ðàâíà

ω =
πλBR

m
.

Èòàê, îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è: ω =
πλBR

m
.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âðàùåíèå íå âëèÿåò íà ïðîåêöèþ ñêîðîñòè vx, å¼ èç-
ìåíåíèå öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ y-ïðîåêöèåé ñêîðîñòè öåíòðà è çàðÿäîì òîé ÷àñòè
êîëüöà (äóãè äëèíû l), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ïîëå.

m
dvx
dt

= λlBvy.

Ïóñòü y � êîîðäèíàòà òî÷êè êîëüöà, íàèáîëåå óäàë¼ííîé îò ãðàíèöû. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ýòî ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ñìåñòèëîñü êîëüöî â íàïðàâëåíèè y

îò íà÷àëà äâèæåíèÿ. Òîãäà l = 2R arccos

(
R− y

R

)
. Äàëåå

m
dvx
dt

= 2λBRvy arccos

(
R− y

R

)
.

y

R−y
R

l
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Äîìíîæèâ íà dt, ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëó

vx =
2λBR

m

2R∫
0

arccos

(
R− y

R

)
dy =

2πλBR2

m
.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî
ñèëà Ëîðåíöà ðàáîòû íå ñîâåðøàåò è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëüöà â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè ðàâíà íà÷àëüíîé.

mv0
2

2
=

mvx
2

2
+

mvy
2

2
+

mR2ω2

2
.

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è ïîëîæèì â ýòîì âûðàæåíèè vy = 0
è âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì îòâåòà íà ïåðâûé ïóíêò äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè. Òî-
ãäà

vmin
2 = vx

2 +R2ω2 = 5

(
πλBR2

m

)2

.

vmin =

√
5πλBR2

m
.

Ïîñêîëüêó vx óæå íàéäåíî, òî äëÿ îòâåòà íà òðåòèé âîïðîñ äîñòàòî÷íî îïðå-
äåëèòü ïðîåêöèþ vy â ìîìåíò, êîãäà êîëüöî öåëèêîì îêàæåòñÿ â ïîëå.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íàõîäèì: vy =
√
v02 − vx2 − ω2R2 =

√
v02 − vmin

2.
Äëÿ òàíãåíñà èñêîìîãî óãëà: tan θ = vy/vx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

tan θ =

√
v02 − vmin

2

vx
=

√( mv0
2πλBR2

)2
− 5

4
.

θ = arctan

√√√√( mv0

2πλBR2

)2

−
5

4
.

Ñ ìîìåíòà, êîãäà êîëüöî öåëèêîì îêàçûâàåòñÿ â îáëàñòè ïîëÿ åãî óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü ïåðåñòà¼ò ìåíÿòüñÿ è öåíòð êîëüöà äâèæåòñÿ êàê òî÷å÷íûé çà-
ðÿä q = 2πRλ ñî ñêîðîñòüþ, ïðîåêöèè êîòîðîé ðàâíû çíà÷åíèÿì vx è vy â ìîìåíò
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè ïîñëåäíåé òî÷êîé êîëüöà. Ñ ýòîãî ìîìåíòà

m
dvx
dt

= 2πλRBvy.

Ïîñëå óæå òðàäèöèîííîãî äîìíîæåíèÿ íà dt è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

∆y =
m∆vx
2πλRB

.

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

Çäåñü ∆y � èçìåíåíèå y � êîîðäèíàòû öåíòðà îò ìîìåíòà ïîëíîãî âõîæäåíèÿ
â ïîëå äî ìîìåíòà ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ öåíòðà îò ãðàíèöû, ∆vx- ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ýòèì ìîìåíòàì âðåìåíè èçìåíåíèå ïðîåêöèè ñêîðîñòè.

vx â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ ìîæíî íàéòè èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè

vx =

√
v02 −

(
πλBR2

m

)2

.

Òîãäà

∆vx =

√
v02 −

(
πλBR2

m

)2

− 2πλBR2

m
.

Èñêîìîå ìàêñèìàëüíîå óäàëåíèå:

ymax = R+
m∆vx
2πλRB

=

√( mv0
2πλRB

)2
− R2

4
.

Çàäà÷à �11-5. RLC-ìåòð

Îòíîøåíèå èçìåðåííûõ àìïëèòóä íàïðÿæåíèÿ è òîêà ðàâíî ìîäóëþ èìïå-
äàíñà |Z| óñòðîéñòâà, ïîäêëþ÷åííîãî âûâîäàì RLC-ìåòðà. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå
ôîðìóëû äëÿ èìïåäàíñîâ èíäóêòèâíîñòè ZL = iωL è åìêîñòè ZC = −i/ωC (ãäå
ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, íà êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ) ìîæíî îïðåäåëèòü
èçìåðåííûå ïðèáîðîì çíà÷åíèÿ èíäóêòèâíîñòè è åìêîñòè. Èç ôîðìóë äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ èìïåäàíñîâ ïîëó÷èì â ïåðâîì ñëó÷àå∣∣∣∣ωL− 1

ωC

∣∣∣∣ = ωL1 =
1

ωC1
. (1)

Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ èìïåäàíñà ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ

L/C∣∣ωL− 1
ωC

∣∣ = ωL2 =
1

ωC2
. (2)

Êàêîå áû óñòðîéñòâî íå ïîäêëþ÷àëîñü ê âûâîäàì, ïîêàçàíèÿ ïðèáîðà â ðåæèìàõ
èçìåðåíèÿ èíäóêòèâíîñòè è åìêîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì |Z| = ωL1 = 1/ωC1,
òî åñòü L1C1 = 1/ω2. Òàêèì îáðàçîì L1C1 = L2C2, îòêóäà

C2 =
L1C1

L2
.

C2 = C1
L1

L2
≈ 0,83 ìêÔ
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Çíàìåíàòåëü â óðàâíåíèè (2) äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ èì-
ïåäàíñîì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ, ïîýòîìó

L

C · ωL1
= ωL2.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ñîîòíîøåíèå çíà÷åíèå ω2 = 1/L1C1, íàéäåì

L

C
=

L2

C1
.

Âûðàæàÿ îòñþäà C1 è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì∣∣∣∣L− 1

ω2C

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣L− L1L2

L

∣∣∣∣ = L1.

Îòñþäà
|L2 − L1L2| = L1L,

çíà÷èò L óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç äâóõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé

L2 − L1L2 = ±L1L,

îòêóäà
L2 ∓ L1L− L1L2 = 0.

Êîðíè ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé èìåþò âèä

L =
±L1 ±

√
L2
1 + 4L1L2

2
,

ãäå ïåðâûé çíàê îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ± â óðàâíåíèè, à âòîðîé � âûáðàííûì êîð-
íåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì èíäóêòèâíîñòü äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëü-
íîé, ïîýòîìó ïåðåä êâàäðàòíûì êîðíåì âñåãäà íóæíî âûáèðàòü çíàê +. Èòîãî
ïîëó÷àåì, ÷òî âîçìîæíû äâà çíà÷åíèÿ èíäóêòèâíîñòè

L =

√
L2
1 + 4L1L2 ± L1

2
,

îòâå÷àþùèå äâóì ðàçíûì ñïîñîáàì ðàñêðûòü ìîäóëü. Îòâå÷àþùèå èì çíà÷åíèÿ
åìêîñòè ìîæíî íàéòè êàê

C = L
C1

L2
=

C1

2L2

(√
L2
1 + 4L1L2 ± L1

)
=

2C1L1√
L2
1 + 4L1L2 ∓ L1

.

L =

√
L2
1 + 4L1L2 + L1

2
= 15,0 ìÃí; C =

C1

2L2

(√
L2
1 + 4L1L2 + L1

)
= 2,00 ìêÔ
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L =

√
L2
1 + 4L1L2 − L1

2
= 8,80 ìÃí; C =

C1

2L2

(√
L2
1 + 4L1L2 − L1

)
= 1,17 ìêÔ

Êîìïëåêñíûé èìïåäàíñ íåèäåàëüíîé êàòóøêè ðàâåí

Z ′
L = R+ iωL,

òîãäà èçìåðåííîå çíà÷åíèå èíäóêòèâíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

ωLexp =
√
R2 + ω2L2, Lexp =

√
L2 +

R2

ω2
.

Âèäèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå âñåãäà áîëüøå çíà÷åíèÿ èíäóêòèâíîñòè êàòóøêè, è â
ïðåäåëå áîëüøèõ ÷àñòîò ñòðåìèòñÿ ê íåé. Òîãäà ÷àñòîòà äîëæíà áûòü áîëüøå
íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ, ÷òî Lexp =
L(1 + δ), ãäå δ � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü:√

L2 +
R2

ω2
< L(1 + δ),

îòêóäà ñ ó÷åòîì ìàëîñòè δ

R2

ω2
c

= L2((1 + δ)2 − 1) ≈ 2δL2.

Ïîëó÷àåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû

ωñ =
R

L
√
2δ

,

è êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû

fñ =
R

2πL
√
2δ

.

f > fñ =
R

2πL
√
2δ

= 1780 Ãö

Èìïåäàíñ öåïè ðàâåí

Z = R+ iωL− i

ωC
.

Ïðèðàâíèâàÿ åãî ìîäóëü ê ωL1, íàéäåì èçìåðåííóþ èíäóêòèâíîñòü L1:

ωLexp =

√
R2 +

(
ωL− 1

ωC

)2

,
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îòñþäà

Lexp =

√
R2

(2πf)2
+

(
L− 1

(2πf)2C

)2

.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ñëàãàåìûå ñ ÷à-
ñòîòîé â çíàìåíàòåëå ñòðåìÿòñÿ ê 0, ïîýòîìó èçìåðåííîå çíà÷åíèå èíäóêòèâíî-
ñòè ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé Lexp ≈ L. Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ó ñëàãàåìîãî ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ ÷àñòîòû â çíàìåíàòåëå, ïîýòîìó

Lexp ≈ 1

(2πf)2C
.

Ïîêàæåì, ÷òî ó ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ åñòü ìèíèìóì ïðè ïðîìåæóòî÷íîì çíà-
÷åíèè ÷àñòîòû. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ x = 1/(2πf)2

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = xR2 +
(
L− x

C

)2
.

Åå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè

R2 +
2

C

( x

C
− L

)
= 0,

îòêóäà

x = LC − R2C2

2
= LC

(
1− R2C

2L

)
.

Ýòîìó çíà÷åíèþ x îòâå÷àåò çíà÷åíèå ÷àñòîòû

f0 =
1

2π
√
LC
√
1−R2C/2L

,

êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè R2C/2L < 1. Ýòî çíà÷åíèå îòâå÷àåò ìèíèìóìó ðàññìàò-
ðèâàåìîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ çàâèñè-
ìîñòü ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåä x2. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå
èíäóêòèâíîñòè â ìèíèìóìå

L0 = R

√
CL− R2C2

4
.

Äëÿ ÷èñåë, ïðèâåäåííûõ â óñëîâèè

f0 = 1590 Ãö, L0 = 0,50 ìÃí.

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

Lexp

ff0

L0

0

L
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