
LXXXIX МОСКОВСКАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА
15 марта 2026 года • 11 класс, 1 день

Задача 1. Можно ли расставить в вершинах и в серединах рёбер
правильного октаэдра по одному натуральному числу от 1 до 18
так, чтобы все числа были различны, а в каждой вершине стояло
число, равное сумме четырёх чисел, стоящих в серединах исходя-
щих из этой вершины рёбер?

Задача 2. Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC. На сторо-
нах AC и AB взяли точки K и L соответственно так, что прямая IK перпендикуляр-
на CI, а KL параллельна BI. Докажите, что треугольник LKI — равнобедренный.

Задача 3. Петя и Вася играют в следующую игру. Сначала они пишут по единице,
каждый на своей доске. Далее они по очереди (начинает Петя) заменяют каждый
своё число, умножая его либо на 2, либо на 3, причём после каждого хода числа, за-
писанные на досках, должны быть различными. Пусть a — количество натуральных
делителей числа Пети после его 100-го хода, а b — количество натуральных делите-
лей числа Васи после его 100-го хода. По итогам игры Петя получает |a − b| фан-
тиков. При каком наибольшем натуральном n Петя может действовать так, чтобы
гарантированно получить не менее n фантиков вне зависимости от действий Васи?

Задача 4. В гостинице a > 1 этажей, на каждом этаже b одноместных номеров.
На математический конгресс приехало ab математиков. Оказалось, что каждому
математику на каждом этаже нравится ровно один номер. Докажите, что число
способов поселить всех математиков в гостиницу так, чтобы каждому нравился его
номер, чётно.

Задача 5. Надя загадала многочлен P (x) с вещественными коэффициентами. За
один ход Максим может назвать любой многочлен Q(x) с вещественными коэффи-
циентами, а в ответ Надя должна сообщить Максиму следующие два факта:
• достигается ли максимальное значение P +Q, и если да, то чему оно равно;
• достигается ли минимальное значение P +Q, и если да, то чему оно равно.
Максим хочет последовательно сделать несколько таких ходов, а затем назвать та-
кое число t, что |P (2026) − t| < 10−100. Докажите, что Максим может действовать
так, чтобы гарантированно добиться желаемого. (Максим сам решает, когда ему
перестать задавать вопросы.)

Задача 6. В основании выпуклой четырёхугольной пирамиды SABCD лежит че-
тырёхугольник ABCD, диагонали которого перпендикулярны, а никакие две сторо-
ны не равны. Известно, что вписанные сферы тетраэдров SABC и SACD касаются.
Докажите, что вписанные сферы тетраэдров SABD и SBCD касаются.

XXIII устная городская олимпиада по геометрии для 8–11 классов состоится 12 апреля.
Подробности — на странице olympiads.mccme.ru/ustn/
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LXXXIX Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

28 ìàðòà 2026 ãîäà ♦ 11 êëàññ, âòîðîé äåíü

Çàäà÷à 1. Â êàæäîé êëåòêå áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè çàïèñàíî ïî
îäíîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ãðóïïàõ êëåòîê,
îáðàçóþùèõ ¾ëåñåíêó¿ (ñì. ðèñóíîê), îäèíàêîâû. Ìîæåò ëè ñðåäè çàïèñàííûõ
÷èñåë áûòü ïî êðàéíåé ìåðå 89 ðàçëè÷íûõ?

Çàäà÷à 2. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî

a+ arctg b > c+ arctg d, b+ arctg a > d+ arctg c.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b > c+ d.

Çàäà÷à 3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AD, BE è CF ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Òðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ D, E, F , ïðîõîäÿùèå
÷åðåç H, ïåðåñåêàþò ïðÿìûå BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî â øåñòè ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè øåñòü òî÷åê ìîæíî ðàçáèòü íà äâå òðîéêè òàê,
÷òîáû äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè òðîéêàìè òî÷åê, íàøëàñü
îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âñåõ øåñòè ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû ýòèõ òðå-
óãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 4. Â êëàññå, ñîñòîÿùåì èç íå ìåíåå 5 ó÷åíèêîâ (äåâî÷åê è ìàëü÷è-
êîâ), ïðîâåëè êîíòðîëüíóþ ðàáîòó. Èçâåñòíî, ÷òî âî âðåìÿ ðàáîòû êàæäàÿ ïàðà
øêîëüíèêîâ ïîîáùàëàñü è ðîâíî îäèí èç ó÷åíèêîâ â ýòîé ïàðå ïîìîã äðóãîìó.
Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà ñðåäè òåõ, êîìó îí ïîìîã,
ïîðîâíó äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ìîãëî áûòü â êëàññå?

Çàäà÷à 5. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå N > 1 õîðîøèì, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . , aN , ÷òî íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè âñåâîçìîæíûõ ïàð
èç íèõ îáðàçóþò N(N −1)/2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóåò
ëè õîðîøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10100?

Çàäà÷è, ðåøåíèÿ, èíôîðìàöèÿ î çàêðûòèè

LXXXIX Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

íà ñàéòå mccme.ru/mmo/

LXXXIX Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

28 ìàðòà 2026 ãîäà ♦ 11 êëàññ, âòîðîé äåíü

Çàäà÷à 1. Â êàæäîé êëåòêå áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè çàïèñàíî ïî
îäíîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ãðóïïàõ êëåòîê,
îáðàçóþùèõ ¾ëåñåíêó¿ (ñì. ðèñóíîê), îäèíàêîâû. Ìîæåò ëè ñðåäè çàïèñàííûõ
÷èñåë áûòü ïî êðàéíåé ìåðå 89 ðàçëè÷íûõ?

Çàäà÷à 2. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî

a+ arctg b > c+ arctg d, b+ arctg a > d+ arctg c.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b > c+ d.

Çàäà÷à 3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AD, BE è CF ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Òðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ D, E, F , ïðîõîäÿùèå
÷åðåç H, ïåðåñåêàþò ïðÿìûå BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî â øåñòè ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè øåñòü òî÷åê ìîæíî ðàçáèòü íà äâå òðîéêè òàê,
÷òîáû äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè òðîéêàìè òî÷åê, íàøëàñü
îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âñåõ øåñòè ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû ýòèõ òðå-
óãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 4. Â êëàññå, ñîñòîÿùåì èç íå ìåíåå 5 ó÷åíèêîâ (äåâî÷åê è ìàëü÷è-
êîâ), ïðîâåëè êîíòðîëüíóþ ðàáîòó. Èçâåñòíî, ÷òî âî âðåìÿ ðàáîòû êàæäàÿ ïàðà
øêîëüíèêîâ ïîîáùàëàñü è ðîâíî îäèí èç ó÷åíèêîâ â ýòîé ïàðå ïîìîã äðóãîìó.
Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà ñðåäè òåõ, êîìó îí ïîìîã,
ïîðîâíó äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ìîãëî áûòü â êëàññå?

Çàäà÷à 5. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå N > 1 õîðîøèì, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . , aN , ÷òî íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè âñåâîçìîæíûõ ïàð
èç íèõ îáðàçóþò N(N −1)/2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóåò
ëè õîðîøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10100?

Çàäà÷è, ðåøåíèÿ, èíôîðìàöèÿ î çàêðûòèè

LXXXIX Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû
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ÌÌÎ-2026, 11 êëàññ, ïåðâûé äåíü

Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â âåðøèíàõ è â ñåðåäèíàõ ð¼áåð ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà ïî îäíîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó îò 1 äî 18 òàê, ÷òîáû âñå ÷èñëà áûëè ðàçëè÷íû, à â êàæäîé âåðøèíå ñòîÿ-
ëî ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå ÷åòûð¼õ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñåðåäèíàõ èñõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû ð¼áåð?
(Ì.Åâäîêèìîâ)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà ñóùåñòâóåò. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-
ðàçíîìó.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ñóììó ÷èñåë â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèíàõ îêòàýäðà. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ýòà ñóììà ðàâíà ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñåðåäèíàõ âîñüìè ð¼áåð, èñõîäÿùèõ èç ýòèõ äâóõ
âåðøèí, à ïîñêîëüêó âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû, îíà íå ìåíüøå, ÷åì 1+2+3+4+5+6+7+8 = 36. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 18, íå áîëüøå, ÷åì 17 + 18 = 35.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïîñêîëüêó ó îêòàýäðà 12 ð¼áåð, à âñå ðàññòàâëåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, â ñåðåäèíå
õîòÿ áû îäíîãî èç ð¼áåð ñòîèò ÷èñëî, íå ìåíüøåå 12. Íî òîãäà â êàæäîé èç âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ
ýòèì ðåáðîì, äîëæíî ñòîÿòü ÷èñëî, íå ìåíüøåå 12 + 1 + 2 + 3 = 18, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òðåòèé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî â øåñòè âåðøèíàõ îêòàýäðà ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëà 13, 14, 15, 16,
17, 18. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû êàêîå-òî èç íèõ ñòîÿëî â ñåðåäèíå ðåáðà, òî â âåðøèíå, ÿâëÿþùåéñÿ
êîíöîì ýòîãî ðåáðà, ñòîÿëî áû ÷èñëî, íå ìåíüøåå 13 + 1 + 2 + 3 = 19. Ñóììà ÷èñåë îò 13 äî 18
íå÷¼òíà, òàê êàê ñðåäè íèõ ðîâíî òðè íå÷¼òíûõ. Íî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ
â âåðøèíàõ îêòàýäðà, äîëæíà áûòü ðàâíîé óäâîåííîé ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñåðåäèíàõ ð¼áåð, è
ïîýòîìó ÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Íà ñòîðîíàõ AC è AB âçÿ-
ëè òî÷êè K è L ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ïðÿìàÿ IK ïåðïåíäèêóëÿðíà CI, à KL ïàðàëëåëüíà BI.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê LKI � ðàâíîáåäðåííûé. (Ì.Åâäîêèìîâ)

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü òî÷êà K ′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå K îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû CI, à
òî÷êà L′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå K ′ îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû BI. Òîãäà BI ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû
îòðåçêîâ K ′L′ è KK ′, à çíà÷èò ñîäåðæèò ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà K ′L′K, ïàðàëëåëüíóþ ñòî-
ðîíå K ′L′. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ KL′ ïàðàëëåëüíà BI, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà L èç óñëîâèÿ ñîâïàäàåò
ñ L′. Òàê êàê BI ïåðïåíäèêóëÿðíà K ′L′, ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî óãîë KLK ′ ðàâåí 90◦. Îñòàëîñü çà-
ìåòèòü, ÷òî LI ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå KLK ′, à çíà÷èò LI = KI, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî

∠AIC = 180◦−∠IAC−∠ICA = 180◦−
(∠BAC + ∠BCA

2

)
= 180◦−

(
90◦− ∠ABC

2

)
= 90◦+

∠ABC

2
.

Òîãäà

∠AIK = ∠AIC − ∠CIK = ∠AIC − 90◦ =
∠ABC

2
= ∠ABI = ∠ALK,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà A, K, L è I ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ω. Ïîñêîëüêó AI � áèññåêòðèñà
óãëà KAL, òî I � ñåðåäèíà äóãè LK îêðóæíîñòè ω, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî IK = IL.

Çàäà÷à 3. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ñíà÷àëà îíè ïèøóò ïî åäèíèöå, êàæäûé íà
ñâîåé äîñêå. Äàëåå îíè ïî î÷åðåäè (íà÷èíàåò Ïåòÿ) çàìåíÿþò êàæäûé ñâî¼ ÷èñëî, óìíîæàÿ åãî
ëèáî íà 2, ëèáî íà 3, ïðè÷¼ì ïîñëå êàæäîãî õîäà ÷èñëà, çàïèñàííûå íà äîñêàõ, äîëæíû áûòü ðàç-
ëè÷íûìè. Ïóñòü a � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà Ïåòè ïîñëå åãî 100-ãî õîäà, à b �
êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà Âàñè ïîñëå åãî 100-ãî õîäà. Ïî èòîãàì èãðû Ïåòÿ ïîëó-
÷àåò |a− b| ôàíòèêîâ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì íàòóðàëüíîì n Ïåòÿ ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü íå ìåíåå n ôàíòèêîâ âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé Âàñè? (È.Ìèõàéëîâ)

Ðåøåíèå. Ñòðàòåãèÿ Ïåòè. Ïîêàæåì, êàê Ïåòå äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ïî èòîãàì èãðû ïîëó÷èòü
99 ôàíòèêîâ. Ïóñòü Ïåòÿ íà k-ì õîäó çàìåíÿåò ñâî¼ ÷èñëî íà 2 · 3k−1 (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó äëÿ
êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a ïîñëå a õîäîâ Ïåòè è (a − 1)-ãî õîäà Âàñè â ðàçëîæåíèè ÷èñëà Ïå-
òè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ó÷àñòâóåò ðîâíî íà îäèí ñîìíîæèòåëü áîëüøå, ÷åì â ðàçëîæåíèè ÷èñëà
Âàñè, ïîýòîìó èõ ÷èñëà ïîñëå õîäà Ïåòè ñîâïàñòü íå ìîãóò). Èíäóêöèåé ïî k äîêàæåì, ÷òî òîãäà
ïîñëå k õîäîâ Âàñè íà åãî äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 3k.

Áàçà: ïðè k = 1 Âàñå çàïðåùåíî ïèñàòü ÷èñëî 2, ïîýòîìó îí çàïèøåò ÷èñëî 3.
Ïåðåõîä : åñëè ïîñëå k õîäîâ íà äîñêàõ Ïåòè è Âàñè çàïèñàíû ÷èñëà 2 · 3k−1 è 3k ñîîòâåòñòâåííî, òî
ïîñëå (k+1)-ãî õîäà Ïåòè íà åãî äîñêå áóäåò 2 ·3k. Òîãäà Âàñÿ íå ñìîæåò óìíîæèòü ñâî¼ ÷èñëî íà 2,
ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå ÷èñëà íà äîñêàõ îêàçàëèñü áû ðàâíûìè, òî åñòü çàïèøåò ÷èñëî 3k+1, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì ïîñëå îêîí÷àíèÿ èãðû íà äîñêàõ Ïåòè è Âàñè áóäóò
çàïèñàíû ÷èñëà 2 · 399 è 3100 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, Ïåòÿ ïîëó÷èò 2 · 100− 101 = 99 ôàíòèêîâ.

Ñòðàòåãèÿ Âàñè. Ïîêàæåì òåïåðü, êàê Âàñå äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ïî èòîãàì èãðû Ïåòÿ ïîëó÷èë
íå áîëüøå 99 ôàíòèêîâ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûì õîäîì Ïåòÿ çàïèñàë
íà ñâîåé äîñêå ÷èñëî 2. Òîãäà ïóñòü Âàñÿ ñâîèì ïåðâûì õîäîì çàïèøåò ÷èñëî 3, à äàëåå íà k-ì õîäó

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



(äëÿ êàæäîãî k = 2, 3, . . . 100) óìíîæàåò ñâî¼ ÷èñëî íà òî æå ÷èñëî (2, ëèáî 3), íà êîòîðîå óìíîæàåò
ñâî¼ ÷èñëî Ïåòÿ íà åãî k-ì õîäó (òåì ñàìûì ïîñëå êàæäîãî õîäà Âàñè îòíîøåíèå åãî ÷èñëà ê ÷èñëó
Ïåòè áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíûì 3

2
).

Òîãäà äëÿ êàæäîãî k = 2, . . . , 100 åñëè ïîñëå k õîäîâ Ïåòè íà åãî äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 2 · 3m · 2n,
ãäå m+n = k−1, òî ïîñëå k õîäîâ Âàñè íà åãî äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 3 ·3m ·2n, îòëè÷íîå îò 2 ·3m ·2n.
Ïóñòü ïîñëå 100 õîäîâ Ïåòè íà åãî äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 3m · 2n äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë n ⩾ 1
è m ⩾ 0 ñ ñóììîé m + n = 100. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì çàìå÷àíèåì ïîñëå 100 õîäîâ
Âàñè íà åãî äîñêå áóäåò çàïèñàíî ÷èñëî 3m+1 · 2n−1. Çíà÷èò, ïî èòîãàì èãðû Ïåòÿ ïîëó÷èò íå áîëåå∣∣(n+ 1) · (101− n)− n · (102− n)

∣∣ = ∣∣101 + 100n− n2 − 102n+ n2
∣∣ = |101− 2n| ⩽ 99

ôàíòèêîâ, ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó 100 ⩾ n ⩾ 1.

Îòâåò: 99.

Çàäà÷à 4. Â ãîñòèíèöå a > 1 ýòàæåé, íà êàæäîì ýòàæå b îäíîìåñòíûõ íîìåðîâ. Íà ìàòåìàòè-
÷åñêèé êîíãðåññ ïðèåõàëî ab ìàòåìàòèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîìó ìàòåìàòèêó íà êàæäîì ýòàæå
íðàâèòñÿ ðîâíî îäèí íîìåð. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîñåëèòü âñåõ ìàòåìàòèêîâ â ãîñòèíèöó
òàê, ÷òîáû êàæäîìó íðàâèëñÿ åãî íîìåð, ÷¼òíî. (Â.Ðåòèíñêèé)

Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ðàññåëåíèå íà âñåõ ýòàæàõ âûøå âòîðîãî. Ïîêàæåì, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ñïîñîáîâ äîïîëíèòü åãî äî ðàññåëåíèÿ âñåõ ìàòåìàòèêîâ ÷¼òíî.

Ïîñòðîèì ãðàô, â êîòîðîì 2b âåðøèí ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì íà ïåðâûõ äâóõ ýòàæàõ. Äëÿ êàæ-
äîãî ìàòåìàòèêà ïðîâåä¼ì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâà ïîäõîäÿùèõ åìó íîìåðà. Ïîëó÷èì ãðàô G, â
êîòîðîì 2b âåðøèí è 2b ð¼áåð.

Åñëè â ãðàôå G åñòü âèñÿ÷àÿ âåðøèíà v, òî â ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð ìîæíî ïîñåëèòü òîëüêî
îäíîãî ìàòåìàòèêà. Ïîñåëèì ìàòåìàòèêà â ýòîò íîìåð (â ëþáîì ïîäõîäÿùåì ðàññåëåíèè îí æèâ¼ò
â ýòîì íîìåðå), à èç ãðàôà G óäàëèì âåðøèíó v è èñõîäÿùåå èç íå¼ ðåáðî.

Áóäåì ïðîäîëæàòü ïðîöåññ, ïîêà â ãðàôå íå îñòàíåòñÿ âèñÿ÷èõ âåðøèí. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðî-
öåññà ìû ïîëó÷èì íåïóñòîé ãðàô G′. Åñëè â ãðàôå G′ åñòü èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà v, òî ðàññåëåíèå
íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â íåêîòîðîì íîìåðå ïðè ëþáîì ïîäõîäÿùåì ðàññåëåíèè íå
æèâ¼ò íè îäíè ìàòåìàòèê. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññåëèòü âñåõ ðàâíî 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì
÷èñëîì.

Èíà÷å â ãðàôå G′ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå äâóõ. Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå G′ ïîðîâíó
âåðøèí è ð¼áåð, òàê êàê èõ èçíà÷àëüíî ïîðîâíó, è êàæäûì øàãîì ìû óäàëÿåì îäíó âåðøèíó è
îäíî ðåáðî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû äâóì. Èç ëåììû î õîðîâîäàõ ñëåäóåò,
÷òî ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
äëÿ êàæäîãî öèêëà åñòü ðîâíî äâà ñïîñîáà ñîïîñòàâèòü âåðøèíàì-íîìåðàì ð¼áðà-ìàòåìàòèêîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûáîðå íîìåðà äëÿ îäíîãî èç ìàòåìàòèêîâ, ðàññåëåíèå îñòàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ
äàííîãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òîãäà åñëè ãðàô G′ ñîñòîèò èç c ≥ 1 öèêëîâ, òî êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ ðàññåëèòü ìàòåìàòèêîâ ðàâíÿåòñÿ 2c, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ÷èñëîì.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî âûáîðà ðàññåëåíèÿ âî âñå äíè ïîñëå âòîðîãî êîëè÷åñòâî ñïîñî-
áîâ äîïîëíèòü åãî äî ïîëíîãî ðàññåëåíèÿ ÷¼òíî. Îñòàëîñü ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû
ïî âñåì âûáîðàì ðàññåëåíèÿ âî âñå äíè ïîñëå âòîðîãî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ïîëó÷èì èñêîìîå êîëè-
÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññåëèòü âñåõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ñóììà ÷¼òíûõ ÷èñåë ÷¼òíà, òî ðåçóëüòàò
áóäåò ÷¼òíûì.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä¼ì àëüòåðíàòèâíîå êðàñèâîå äîêàçàòåëüñòâî ÷¼òíîñòè ÷èñëà ðàññåëåíèé ìàòå-
ìàòèêîâ, èñïîëüçóþùåå ëèíåéíóþ àëãåáðó.

Çàíóìåðóåì ìàòåìàòèêîâ ÷èñëàìè îò 1 äî ab; íîìåðà ãîñòèíèöû íà i-ì ýòàæå (i = 1, 2, . . . , a)
çàíóìåðóåì ÷èñëàìè îò (i − 1) · b + 1 äî (i − 1) · b + b. Ïîñòðîèì ìàòðèöó M ðàçìåðà ab × ab, ãäå
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÷èñëî Mi,j â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mi,j =

{
1, åñëè i-ìó ìàòåìàòèêó íðàâèòñÿ j-é íîìåð ãîñòèíèöû;

0, èíà÷å.

Ðàññåëåíèå ìàòåìàòèêîâ ïî íîìåðàì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñòàíîâêó σ ∈ Sab

(
ò. å. ôóíêöèþ

σ : {1, 2, . . . , ab} → {1, 2, . . . , ab}
)
, ñîïîñòàâëÿþùóþ íîìåðó ìàòåìàòèêà åãî íîìåð â ãîñòèíèöå. Òîãäà

êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ ðàññåëåíèé ðàâíî ïåðìàíåíòó ìàòðèöû M :

perm(M) =
∑
σ∈Sab

(
ab∏
i=1

Mi,σ(i)

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äàííàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ïîäõîäèò, òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë Mi,σ(i) áóäåò ðàâíî 1,
èíà÷å 0.

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ÷¼òíîñòü äàííîãî âûðàæåíèÿ, òî ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ìåíÿòü çíàêè ïåðåä ñëàãàåìûìè. Çàìåíèâ çíàê ïåðåä êàæäûì ïðîèçâåäåíèåì íà ÷¼òíîñòü ïåðåñòà-
íîâêè sgn(σ) = ±1, ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M :

det(M) =
∑
σ∈Sab

(
sgn(σ) ·

ab∏
i=1

Mi,σ(i)

)
.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ b ñòîëáöîâ ìàòðèöû (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâîìó ýòàæó ãîñòè-
íèöû) ðàâíà ñòîëáöó èç åäèíèö, òàê êàê êàæäîìó ìàòåìàòèêó íðàâèòñÿ ðîâíî îäèí íîìåð íà ïåðâîì
ýòàæå ãîñòèíèöû. Òàêàÿ æå ñóììà ó ñëåäóþùèõ b ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû ìàò-
ðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü îíà âûðîæäåííàÿ; à òàê êàê îïðåäåëèòåëü ëþáîé âûðîæäåííîé
ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, òî îí ÷¼òåí.

Çàäà÷à 5. Ìàêñèì çàãàäàë ìíîãî÷ëåí P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çà îäèí õîä Íàäÿ
ìîæåò íàçâàòü ëþáîé ìíîãî÷ëåí Q(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à â îòâåò Ìàêñèì äîëæåí
ñîîáùèòü Íàäå ñëåäóþùèå äâà ôàêòà:

� äîñòèãàåòñÿ ëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå P +Q, è åñëè äà, òî ÷åìó îíî ðàâíî;

� äîñòèãàåòñÿ ëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå P +Q, è åñëè äà, òî ÷åìó îíî ðàâíî.

Íàäÿ õî÷åò ïîñëåäîâàòåëüíî ñäåëàòü íåñêîëüêî òàêèõ õîäîâ, à çàòåì íàçâàòü òàêîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî t, ÷òî |P (2026)−t| < 10−100. Äîêàæèòå, ÷òî Íàäÿ ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàí-
íî äîáèòüñÿ æåëàåìîãî. (Íàäÿ ñàìà ðåøàåò, êîãäà åé ïåðåñòàòü çàäàâàòü âîïðîñû.) (Ë.Øàòóíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ìàêñèì íàçûâàåò òîëüêî ìíîãî÷ëåíû èìåþùèå êîðåíü 2026. Òîãäà åñëè íà êàêèõ-
òî õîäàõ îí íàçîâ¼ò ìíîãî÷ëåíû V,W è Íàäÿ ñêàæåò, ÷òî ìèíèìóì ìíîãî÷ëåíà P + V ðàâåí x, à
ìàêñèìóì ìíîãî÷ëåíà P +W ðàâåí y, ïðè÷¼ì y− x < 10−100 (íàçîâ¼ì òàêóþ ñèòóàöèþ ïðèÿòíîé),
òî Ìàêñèì ìîæåò íàçâàòü ÷èñëî t = x. Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîé ñèòóàöèè

x ≤ P (2026) + V (2026) = P (2026) = P (2026) +W (2026) ≤ y,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |P (2026)−x| = P (2026)−x ≤ y−x < 10−100.Îñòàëîñü ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî Ìàêñèì
ìîæåò ïîñëåäîâàòåëüíî ñäåëàòü íåñêîëüêî õîäîâ òàê, ÷òîáû ïðèÿòíàÿ ñèòóàöèÿ ãàðàíòèðîâàííî
ïðîèçîøëà. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ýòîãî äîáèòüñÿ.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçîáü¼ì ñòðàòåãèþ Ìàêñèìà íà äâà øàãà.

Ïåðâûé øàã. Ïóñòü Ìàêñèì ïîñëåäîâàòåëüíî íàçûâàåò ìíîãî÷ëåíû

(x− 2026)2,−(x− 2026)2, (x− 2026)4,−(x− 2026)4, . . . , (x− 2026)2n,−(x− 2026)2n, . . .
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äî òåõ ïîð, ïîêà íå óñëûøèò, ïîñëåäîâàòåëüíî íàçâàâ ìíîãî÷ëåíû (x− 2026)2k è −(x− 2026)2k (äëÿ
êàêîãî-òî k ∈ N), ÷òî ñóììà P ñ ïåðâûì èç íèõ äîñòèãàåò ìèíèìóìà, à ñóììà P ñî âòîðûì èç íèõ
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà-òî òàêîå îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéä¼ò. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k, ïðåâîñõîäÿùåì ñòå-
ïåíü ìíîãî÷ëåíà P (ïðè k = 1, åñëè P = 0), îáà ìíîãî÷ëåíà P +(x−2026)2k è P −(x−2026)2k èìåþò
÷¼òíóþ ñòåïåíü, è ó ïåðâîãî èç íèõ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí, à ó âòîðîãî îòðèöàòåëåí,
ïîòîìó ïåðâûé äîñòèãàåò ìèíèìóìà, à âòîðîé � ìàêñèìóìà.

Èòàê, ïóñòü Íàäÿ ñêàçàëà, ÷òî P (x) + (x− 2026)2k è P (x)− (x− 2026)2k äîñòèãàþò ìèíèìóìà m
è ìàêñèìóìà M ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà P íå ìîæåò áûòü ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè âûøå 2k. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí P + (x − 2026)2k èìååò òó æå ñòåïåíü è òîò æå ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ÷òî è P, è çíà÷èò ýòà ñòåïåíü ÷¼òíà, à ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí (òàê êàê
P + (x− 2026)2k äîñòèãàåò ìèíèìóìà), íî, ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ P − (x− 2026)2k,
ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò P îòðèöàòåëåí � ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîé øàã. Äëÿ n ⩾ k + 1 ïîëîæèì Qn(x) = (2n)2n+1(x− 2026)2n. Ïóñòü òåïåðü Ìàêñèì ïîñëåäî-
âàòåëüíî íàçûâàåò ìíîãî÷ëåíû

P+
n (x) = (x− 2026)2k +Qn(x), P−

n (x) = −(x− 2026)2k −Qn(x) äëÿ n = 1, 2, . . .

Äîêàæåì, ÷òî ïðèÿòíàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèçîéä¼ò, êàêèì áû íè áûë çàãàäàííûé Íàäåé ìíîãî÷ëåí.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è (x− 2026)2k â òî÷êå x = 2026 ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0,

÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R èç íåðàâåíñòâà |x− 2026| < ε ñëåäóåò, ÷òî

|P (x) + (x− 2026)2k − P (2026)| < 10−100

2
, |P (x)− (x− 2026)2k − P (2026)| < 10−100

2
. (1)

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî x ∈ R, ÷òî |x− 2026| ⩾ 1
2n

(n ∈ N), èìååì

Qn(x) = (2n)2n+1(x− 2026)2n ⩾ (2n)2n+1 ·
( 1

2n

)2n
= 2n. (2)

Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ∈ N òàêîâî, ÷òî 2N > P (2026)−m è 1
2N

< ε. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
îöåíîê 1 è 2

|x− 2026| > 1

2N
=⇒ P (x) + P+

N (x) = P (x) + (x− 2026)2k︸ ︷︷ ︸
⩾m

+QN(x)︸ ︷︷ ︸
>2N

> m+ 2N > P (2026),

|x− 2026| ⩽ 1

2N
=⇒ P (x) + P+

N (x) = P (x) + (x− 2026)2k︸ ︷︷ ︸
>P (2026)−10−100/2

+QN(x)︸ ︷︷ ︸
⩾0

> P (2026)− 10−100

2
,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P (x)+P+
N (x) ñóùåñòâóåò è áîëüøå P (2026)−

10−100

2
. Àíàëîãè÷íî, åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ∈ N òàêîâî, ÷òî 2N > M − P (2026) è 1

2N
< ε, òî

|x− 2026| > 1

2N
=⇒ P (x) + P−

N (x) = P (x)− (x− 2026)2k︸ ︷︷ ︸
⩽M

−QN(x)︸ ︷︷ ︸
>2N

< M − 2N < P (2026),

|x− 2026| ⩽ 1

2N
=⇒ P (x) + P−

N (x) = P (x)− (x− 2026)2k︸ ︷︷ ︸
<P (2026)+10−100/2

−QN(x)︸ ︷︷ ︸
⩾0

< P (2026) +
10−100

2
,

è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P (x) + P−
N (x) ñóùåñòâóåò è íå ïðåâîñõîäèò P (2026) + 10−100

2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ N ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 2N > max
{
P (2026)−m,M − P (2026)

}
è

1
2N

< ε, ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P (x)+P+
N (x) îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñèìàëüíîãî
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çíà÷åíèÿ P (x)+P−
N (x) ìåíüøå ÷åì íà 10−100, òî åñòü ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî õîäà èëè åù¼ ðàíüøå

âîçíèêàåò ïðèÿòíàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âòîðîé ñïîñîá.

Ëåììà. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí R(x) (c âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) èìååò ÷¼òíóþ ñòåïåíü 2k > 1
è òàêîâ, ÷òî ìîäóëü êàæäîãî èç åãî êîýôôèöèåíòîâ ïðè íå÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ íå ïðåâîñõîäèò ïîëî-
æèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà C, à êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ îò 0 äî 2k
âêëþ÷èòåëüíî íå ìåíüøå, ÷åì C. Òîãäà R(a) > 0 äëÿ âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ R. ×¼òíàÿ ñòåïåíü âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
íåîòðèöàòåëüíà, òîãäà èç óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà R(x) ïîíÿòíî, ÷òî R(a) ≥ C(a2k +
a2k−2 + . . . + 1) − C(|a|2k−1 + |a|2k−3 + . . . + |a|), îòêóäà R(a) ≥ C(|a|2k − |a|2k−1 + |a|2k−2 . . . + 1) =

C
|a|2k+1 + 1

|a|+ 1
> 0, òåì ñàìûì â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà a ∈ R ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì Qn(x) = n ·
n∑

j=1

(x− 2026)2j.

Íàïðèìåð,
Q4(x) = 4(x− 2026)8 + 4(x− 2026)6 + 4(x− 2026)4 + 4(x− 2026)2).

Ïóñòü Ìàêñèì ïîñëåäîâàòåëüíî íàçûâàåò ìíîãî÷ëåíû:

Q1(x),−Q1(x), Q2(x),−Q2(x), Q3(x),−Q3(x), . . .

Äîêàæåì, ÷òî ïðèÿòíàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèçîéä¼ò, êàêèì áû íè áûë çàãàäàííûé Íàäåé ìíîãî÷ëåí.

Ïóñòü çàãàäàííûé ìíîãî÷ëåí ýòî P (x) =
2k∑
j=0

aj(x−2026)j, ãäå k > 100� íàòóðàëüíîå, à a0, a1, . . . , a2k

� íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà (ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå, âîçìîæíî, íåêî-
òîðûå êîýôôèöèåíòû aj ðàâíû 0). Ïóñòü ìîäóëü êàæäîãî èç ÷èñåë a0, a1, . . . , a2k íå ïðåâîñõîäèò
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà M. Ïîëîæèì

N = k+2M+10100 ·M2, A(x) = a0+a1x+10100M2x2, B(x) =
2k∑
j=2

ajx
j−2+(N−10100 ·M2)+N ·

N∑
j=2

x2j−2.

Çàìåòèì, ÷òî B(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äîêàçàííîé ëåììû (íàïðèìåð, äëÿ C = M). Òîãäà äëÿ
âñÿêîãî a ∈ R âûïîëíåíî B(a) ≥ 0, è, êðîìå òîãî,

A(a) ≥ A
(
− a1

2 · 10100M2

)
= a0 −

a21
4 · 10100M2

≥ a0 −
1

4 · 10100
.

Äàëåå ïóñòü D(x) = P (x+ 2026) +QN(x+ 2026). Òîãäà

D(x) =
2k∑
j=0

ajx
j +N ·

N∑
j=1

x2j =

= a0 + a1x+ x2
( 2k∑

j=2

ajx
j−2 + (N − 10100M2

)
+N ·

N∑
j=2

x2j−2) + 10100M2x2 =

= A(x) + x2B(x),

à çíà÷èò, â ñèëó ðàíåå äîêàçàííîãî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî a ∈ R âûïîëíåíî

D(a− 2026) = A(a− 2026) + (a− 2026)2B(a− 2026) ≥ A(a− 2026) ≥ a0 −
1

4 · 10100
.
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Çíà÷èò,

P (a) +QN(a) = D(a− 2026) ≥ a0 −
1

4 · 10100
= P (2026)− 1

4 · 10100
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí P + QN äîñòèãàåò ìèíèìóìà (ïîñêîëüêó ýòî îãðàíè÷åííûé ñíèçó

ìíîãî÷ëåí), è ýòîò ìèíèìóì íå ìåíüøå, ÷åì P (2026)− 1

4 · 10100
. Àíàëîãè÷íî (ïîìåíÿâ â ðàññóæäåíèè

P íà −P ) ïîëó÷àåì, ÷òî −P +QN äîñòèãàåò ìèíèìóìà, è ýòîò ìèíèìóì íå ìåíüøå, ÷åì −P (2026)−
1

4 · 10100
, à çíà÷èò P −QN äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, è ýòîò ìàêñèìóì íå áîëüøå, ÷åì P (2026)− 1

4 · 10100
.

Èòàê, ðàçíîñòü ìàêñèìóìà P − QN è ìèíèìóìà P + QN ìåíüøå, ÷åì 10−100, çíà÷èò ïðèÿòíàÿ
ñèòóàöèÿ ãàðàíòèðîâàííî ïðîèçîéä¼ò íà êàêîì-òî èç õîäîâ äî (2N)-ãî âêëþ÷èòåëüíî.

Çàäà÷à 6. Â îñíîâàíèè âûïóêëîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD ëåæèò ÷åòûð¼õóãîëüíèê
ABCD, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû, à íèêàêèå äâå ñòîðîíû íå ðàâíû. Èçâåñòíî, ÷òî âïè-
ñàííûå ñôåðû òåòðàýäðîâ SABC è SACD êàñàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âïèñàííûå ñôåðû òåòðàýäðîâ
SABD è SBCD êàñàþòñÿ. (À.Äîëåäåíîê)

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Äëÿ ðåøåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè èçâåñòíûõ ëåììû.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ñôåðà âïèñàíà â òð¼õãðàííûé óãîë SABC è êàñàåòñÿ ãðàíè SBC â òî÷êå X.
Òîãäà

∠CSX =
∠ASC + ∠BSC − ∠ASB

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ñôåðà êàñàåòñÿ ãðàíåé SAC è SAB â òî÷êàõ Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
SX = SY = SZ, à òàêæå AY = AZ, BX = BZ, CX = CY ïî òåîðåìå îá îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ.
Çíà÷èò, ïî òð¼ì ñòîðîíàì ðàâíû ñëåäóþùèå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ CSX = CY S, BXS = BZS,
AY S = AZS. Òîãäà

∠ASC + ∠BSC − ∠ASB
2

=
∠ASY + ∠CSY + ∠CSX + ∠BSX − ∠BSZ − ∠ASZ

2
=

=
(∠CSX + ∠CSY ) + (∠ASY − ∠ASZ) + (∠BSX − ∠BSZ)

2
= ∠CSX,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 1.2. Â âûïóêëóþ ÷åòûð¼õóãîëüíóþ ïèðàìèäó SABCD ìîæíî âïèñàòü ñôåðó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ïëîñêèõ óãëîâ ïðè âåðøèíå S ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â çàìåòêå ¾Î øàðå, âïèñàííîì â âûïóêëóþ
÷åòûð¼õóãîëüíóþ ïèðàìèäó¿ È.ß.Òàêàòàðà â æóðíàëå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿.

Ëåììà 1.3. Â âûïóêëóþ ÷åòûð¼õóãîëüíóþ ïèðàìèäó SABCD âïèñàíà ñôåðà, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ â òî÷êå T . Òîãäà ∠ATB + ∠CTD = 180◦.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠ATB = 180◦ −
∠TAB−∠TBA, ∠CTD = 180◦−∠TCD−∠TDC. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü ðàâåíñòâî ∠TAB+
∠TBA+ ∠TCD + ∠TDC = 180◦. Ïî ëåììå 1.1

∠TAB + ∠TBA+ ∠TCD + ∠TDC =
∠SAB + ∠BAD − ∠SAD

2
+

∠SBA+ ∠ABC − ∠SBC

2
+

+
∠BCD + ∠SCD − ∠SCB

2
+
∠ADC + ∠SDC − ∠SDA

2
=
(∠BAD + ∠ABC + ∠BCD + ∠ADC

2

)
+

+
(∠SAB + ∠SBA+ ∠SCD + ∠SDC

2

)
−
(∠SAD + ∠SDA+ ∠SBC + ∠SCB

2

)
=

= 180◦ + 180◦ −
(∠ASB + ∠CSD

2

)
− 180◦ +

(∠BSC + ∠ASD
2

)
= 180◦,
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ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïî ëåììå 1.2.

Ïóñòü âïèñàííûå ñôåðû òåòðàýäðîâ SABC è SACD êàñàþòñÿ â òî÷êå X.

Çàïèøåì ïî ëåììå 1.1 âåëè÷èíó óãëà CSX äâóìÿ ñïîñîáàìè.

∠ASC + ∠CSD − ∠ASD
2

=
∠ASC + ∠BSC − ∠ASB

2
⇐⇒ ∠ASB + ∠CSD = ∠BSC + ∠ASD.

Ïî ëåììå 1.2 ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â SABCD ìîæíî âïèñàòü ñôåðó ω.
Çàïèøåì ïî ëåììå 1.1 âåëè÷èíó óãëà CAX äâóìÿ ñïîñîáàìè.

∠SAC + ∠BAC − ∠SAB
2

=
∠SAC + ∠DAC − ∠SAD

2
⇐⇒ ∠BAC−∠DAC = ∠SAB−∠SAD ⇐⇒

⇐⇒ 2∠BAC = ∠BAD + ∠SAB − ∠SAD ⇐⇒ ∠BAC =
∠BAD + ∠SAB − ∠SAD

2
.

Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà T êàñàíèÿ ω ñ ãðàíüþ ABCD ëåæèò
íà äèàãîíàëè AC. Ïî ëåììå 1.3 ñóììà óãëîâ, ïîä êîòîðûìè èç òî÷êè T âèäíû ñòîðîíû AB è CD,
ðàâíà 180◦. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñêîëüêó äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíû
è îí îòëè÷åí îò äåëüòîèäà, òî íà äèàãîíàëè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ïîäõîäÿùàÿ òî÷êà � ýòî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà T ëåæèò íà äèàãîíàëè BD.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü òå æå âûêëàäêè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

� Ñôåðà ω âïèñàíà â òð¼õãðàííûé óãîë BCAS, îòñþäà

∠ABT − ∠CBT = ∠ABD − ∠CBD = ∠ABS − ∠CBS.

� Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííûõ â òåòðàýäðû SABD è SBCD ñôåð ñ ãðàíüþ SBD ÷åðåç
Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, çàïèñàâ ïî ëåììå 1.1 óãëû DBY è DBZ, ïîëó÷èì

∠DBY = ∠DBZ ⇐⇒ ∠ABD − ∠CBD = ∠ABS − ∠CBS,

÷òî âåðíî, îòêóäà ëó÷è BY è BZ ñîâïàäàþò. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëó÷è DY è DZ
ñîâïàäàþò, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Y è Z ñîâïàäàþò, òî åñòü ñôåðû êàñàþòñÿ.

Подготовка к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü òî÷êà Sab íà ïëîñêîñòè (ABCD) òàêîâà, ÷òî △SabAB = △SAB, à òàêæå Sab

ëåæèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, ÷òî è òî÷êè C è D. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì
òî÷êè Sbc, Scd, Sda.

Êàê è ïåðâîì ðåøåíèè, ïðè ïîìîùè ëåììû 1.1 èç êàñàíèÿ âïèñàííûõ ñôåð òåòðàýäðîâ SABC
è SACD ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

∠SAB − ∠BAC = ∠SAD − ∠CAD, ∠SCB − ∠BCA = ∠SCD − ∠DCA.

Îòìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ïëîñêèõ óãëîâ òð¼õãðàííîãî óãëà ñëåäóåò, ÷òî îáå
äàííûå âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíû. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñàòî÷íî îáîñíîâàòü
àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà

∠SBA− ∠DBA = ∠SBC − ∠CBD, ∠SDC − ∠CDB = ∠SDA− ∠BDA.

Ïî ïîñòðîåíèþ SdaA = SA = SabA. Â ñèëó îòìå÷åííûõ âûøå ðàâåíñòâ óãëîâ è èõ ïîëîæèòåëü-
íîñòè

∠SdaAC = ∠SdaAD − ∠CAD = ∠SAD − ∠CAD = ∠SAB − ∠CAB = ∠SabAB − ∠CAB = ∠SabAC.

Çíà÷èò, òî÷êè Sab è Sda ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Sbc è Scd

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC.
Ïóñòü òî÷êà D′ ñèììåòðè÷íà D îòíîñèòåëüíî A. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ó ABCD íåò ðàâíûõ

ñòîðîí, òî÷êà D′ îòëè÷íà îò B. Òîãäà èç ñèììåòðèè ïîëó÷àåì, ÷òî

D′Sbc = DScd = DS = DSda = D′Sab.

Ïîñêîëüêó SabB = SB = SbcB, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè BD′Sab è BD′Sbc (âîçìîæíî,
âûðîæäåííûå) ðàâíû ïî òð¼ì ñòîðîíàì.

Ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè Sab è Sbc ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BD (èëè ñîâïàäàþò). Çíà÷èò,
∠SbcBD = ∠SabBD, îòêóäà, àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ âûøå, ñëåäóåò ðàâåíñòâî ∠SDA− ∠BDA =
∠SDC − ∠CDB. Âòîðîå èñêîìîå ðàâåíñòâî óãëîâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Òðåòèé ñïîñîá.

Ëåììà 2.1. Ñôåðà ω êàñàåòñÿ äâóõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè C è D, â òî÷êàõ X è
Y . Òîãäà òðåóãîëüíèêè CDX è CDY ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CD, êîòîðûé
ïåðåâîäèò ïëîñêîñòü (CDX) â ïëîñêîñòü (CDY ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.1.

Ëåììà 2.2. Äàíà ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD. Ñôåðû ωa è ωb, âïèñàííûå â òåòðàýäðû
SBCD è SABC ñîîòâåòñòâåííî, êàñàþòñÿ ãðàíè SBC â òî÷êàõ X1 è Y1, à ãðàíè ABCD â òî÷êàõ
X2 è Y2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà X1Y1 = X2Y2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîâîðîòå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC, êîòîðûé
ïåðåâîäèò ïëîñêîñòü (SCD) â ïëîñêîñòü (ABCD), òî÷êà X1 ïåðåõîäèò â X2, à òî÷êà Y1 � â Y2,
îòêóäà âûòåêàåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Îáîçíà÷èì âïèñàííûå ñôåðû òåòðàýäðîâ SABC, SBCD, SCDA, SDAB ÷åðåç ωd, ωa, ωb, ωc ñîîò-
âåòñòâåííî, èõ öåíòðû � Id, Ia, Ib, Ic ñîîòâåòñòâåííî, à èõ òî÷êè êàñàíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ (ABCD)
� Xd, Xa, Xb, Xc ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, ñôåðû ωd è ωb êàñàþòñÿ â òî÷-
êå X. Ïî òåîðåìå îá îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà îòðåçêîâ CXb = CX = CXd,
AXb = AX = AXd. Çíà÷èò, òî÷êè Xb è Xd ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC.

Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ ωa ñ ïëîñêîñòÿìè (SCD) è (SBC) ÷åðåç K2 è K3, òî÷êó êàñàíèÿ
ωb ñ (SCD) � ÷åðåç K1, à òî÷êó êàñàíèÿ ωd ñ (SBC) � ÷åðåç K4. Ïî ëåììå 2.1 èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ: SCK1 = SCX = SCK4 è SK2C = SK3C. Ïîñêîëüêó ïàðû òðåóãîëüíèêîâ
SK1C, SK4C è SK2C, SK3C ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì âîêðóã ïðÿìîé CD, ïðè êîòîðîì ïëîñêîñòü
(SCD) ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü (SBC), òî K1K2 = K3K4. Èç ëåììû 2.2 ïîëó÷àåì òàêæå ðàâåíñòâà
XaXb = K1K2 è XdXa = K3K4. Ñîáèðàÿ óêàçàííûå ðàâåíñòâà âìåñòå, ïîëó÷àåì XaXb = XaXd.
Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ñôåð ωc, ωb è ωd, ïîêàæåì, ÷òî XcXd = XcXb. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Xa è Xc ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó XbXd, òî åñòü, êàê
ïîêàçàíî âûøå, íà ïðÿìîé AC.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü πac, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç AC è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ïèðàìèäû (ABCD). Òàê êàê òî÷êè êàñàíèÿ ñôåð ωa è ωc ñ (ABCD) � òî÷êèXa èXc � ëåæàò íà AC,
òî öåíòðû Ia è Ic ëåæàò â πac. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå AIa è CIc ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå,
êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì I (îáå òî÷êè Ia è Ic ëåæàò â ÷àñòè ïëîñêîñòè πac, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè,
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïëîñêîñòè (ABCD), ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç A è C, ïîýòîìó òî÷êà I äåéñòâèòåëüíî
ñóùåñòâóåò). Ïîñêîëüêó òî÷êè ïðÿìîé AIa ðàâíîóäàëåíû îò ïëîñêîñòåé (SAD), (SAB) è (ABCD),
à òî÷êè ïðÿìîé CIc ðàâíîóäàëåíû îò ïëîñêîñòåé (SCD), (SBC) è (ABCD), òî I ðàâíîóäàëåíà îò
ïëîñêîñòåé âñåõ ãðàíåé ïèðàìèäû SABCD è ëåæèò âíóòðè íå¼. Çíà÷èò, â SABCD ìîæíî âïèñàòü
ñôåðó, ïðè÷¼ì I � öåíòð ýòîé âïèñàííîé ñôåðû.

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå IdIb è BD íå ïàðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè IdIb ∥ BD, òî IdXdXbIb � ïðÿìîóãîëüíèê, â êîòîðîì òî÷êà êàñàíèÿ X
ñôåð ωb è ωd ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà IbId. Â òàêîì ñëó÷àå S ëåæèò â ïëîñêîñòè π′, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ñåðäèíó IdIb è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîìó îòðåçêó, à ñôåðû ωb è ωd ñèììåòðè÷íû îòíî-
ñèòåëüíî π′. Òîãäà ïàðû ïëîñêîñòåé ãðàíåé (SCD), (SBD) è (SAD), (SAB) òàêæå ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî π′, îòêóäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî CD = CB, AD = AB, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Òàê êàê I � öåíòð âïèñàííîé ñôåðû, òî ÷åðåç ýòó òî÷êó òàêæå ïðîõîäÿò ëó÷è BIb, DId. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (BDIbId) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïðÿìîé
IbId íà ïëîñêîñòü (ABCD) � ïðÿìàÿ X1X3 � êàê ïîêàçàíî âûøå, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AC, òî
AC ⊥ IbId. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è AC ⊥ BD. Òàê êàê ïðÿìûå IbId è BD íå ïàðàëëåëüíû, ïîëó÷àåì,
÷òî ïëîñêîñòü (IdIbBD) ïåðïåíäèêóëÿðíà AC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè êàñàíèÿ Xb è Xd ëåæàò
íà ïðÿìîé BD.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî, êàê è â êîíöîâêå ïåðâîãî ñïîñîáà, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåì-
ìîé 1.1, îáîñíîâàòü ðàâåíñòâà óãëîâ ∠XcBD = ∠XaBD è ∠XcDB = ∠XaDB.
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ÌÌÎ-2026, 11 êëàññ, âòîðîé äåíü

Çàäà÷à 1. Â êàæäîé êëåòêå áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè çàïèñàíî ïî îäíîìó äåéñòâèòåëü-
íîìó ÷èñëó òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ãðóïïàõ êëåòîê, îáðàçóþùèõ ¾ëåñåíêó¿ (ñì. ðèñóíîê),
îäèíàêîâû. Ìîæåò ëè ñðåäè çàïèñàííûõ ÷èñåë áûòü ïî êðàéíåé ìåðå 89 ðàçëè÷íûõ?

(Æþðè)

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. Îòìåòèì ÷åòûðå ¾ëåñåíêè¿ â ïðÿìîóãîëüíèêå 3×5, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïðèðàâíÿâ

a b

c d

e f a b

c d

e f

ñóììû ÷èñåë â íèõ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà{
a+ b+ c = d+ e+ f

b+ c = d+ e
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a = f . Òàêèì îáðàçîì, ðàññòàíîâêà ÷èñåë íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ïåðèîäè÷íà
ñ øàãîì 4 ïî ãîðèçîíòàëè. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 5× 3, ïîëó÷èì,
÷òî îíà ïåðèîäè÷íà ñ øàãîì ÷åòûðå è ïî âåðòèêàëè. Òîãäà íà äîñêå íàïèñàíî íå áîëüøå 4 · 4 = 16
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 2. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî

a+ arctg b > c+ arctg d, b+ arctg a > d+ arctg c.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b > c+ d. (Ì.Ãàñàíîâ)

Ðåøåíèå. Åñëè a ⩽ c è b ⩽ d, òî a+ arctg b ⩽ c+ arctg d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó èç íåðàâåíñòâ
â óñëîâèè çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, a > c èëè b > d. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî a > c. Ôóíêöèÿ f(x) = x − arctg x ñòðîãî âîçðàñòàåò, òàê êàê å¼ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) = 1 − 1

1+x2

ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ x ̸= 0. Ïîýòîìó f(a) > f(c), ò. å. a − arctg a > c − arctg c. Ñêëàäûâàÿ ýòî
íåðàâåíñòâî ñî âòîðûì íåðàâåíñòâîì èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîëó÷àåì a+ b > c+ d, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Çàäà÷à 3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòû AD, BE è CF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåH. Òðè
îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ D, E, F , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç H, ïåðåñåêàþò ïðÿìûå BC, CA è AB
ñîîòâåòñòâåííî â øåñòè ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè øåñòü òî÷åê ìîæíî ðàçáèòü íà äâå
òðîéêè òàê, ÷òîáû äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè òðîéêàìè òî÷åê, íàøëàñü îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ âñåõ øåñòè ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. (È.Ìèõàéëîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òð¼õ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ D, E, F , ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç H, ñ ïðÿìûìè BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïîñêîëüêó
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òðåóãîëüíèêè HKD, HME, HPF � ïðÿìîóãîëüíûå è ðàâíîáåäðåííûå, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

HK

HD
=

HM

HE
=

HP

HF
=

√
2.

Òîãäà çàìåòèì, ÷òî ïðè êîìïîçèöèè ïîâîðîòà âîêðóã òî÷êè H íà óãîë 45◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
è ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â H è êîýôôèöèåíòîì

√
2 òðåóãîëüíèê DEF ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê

KMP . Ïîñêîëüêó H � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê DEF (îáîçíà÷èì å¼ ðàäèóñ
r), ïîëó÷àåì, ÷òî H � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê KMP , ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí
r
√
2. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ HDL,

HEN è HFQ, ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â H ðàäèóñà r
√
2 âïèñàíà â òðåóãîëüíèê LNQ.

Òàêèì îáðàçîì, ó òðåóãîëüíèêîâ KMP è LNQ � îáùàÿ âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Çàäà÷à 4. Â êëàññå, ñîñòîÿùåì èç íå ìåíåå 5 ó÷åíèêîâ (äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ), ïðîâåëè êîíòðîëüíóþ
ðàáîòó. Èçâåñòíî, ÷òî âî âðåìÿ ðàáîòû êàæäàÿ ïàðà øêîëüíèêîâ ïîîáùàëàñü è ðîâíî îäèí èç
ó÷åíèêîâ â ýòîé ïàðå ïîìîã äðóãîìó. Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà ñðåäè òåõ,
êîìó îí ïîìîã, ïîðîâíó äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ìîãëî áûòü â êëàññå? (Ì.Ãàñàíîâ,
Ì.Êîøåëåâ)

Îòâåò: k2 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ⩾ 3.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî n äîëæíî áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ çà m, à êîëè÷åñòâî äåâî÷åê çà f . Ïðîñóììèðóåì ïî âñåì ëþäÿì êîëè÷åñòâî
÷åëîâåê òîãî æå ïîëà, êîòîðûì îíè ïîìîãëè. Ýòà ñóììà áóäåò ðàâíà

(
m
2

)
+
(
f
2

)
, ïîñêîëüêó êàæäàÿ
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ïàðà ëþäåé îäíîãî ïîëà äîáàâëÿåò åäèíèöó ê óêàçàííîé ñóììå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ñóììà ñîâïà-
äàåò ñ ñóììîé ïî âñåì ëþäÿì êîëè÷åñòâà ÷åëîâåê ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîëà, êîòîðûì îíè ïîìîãëè.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà mf . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî(

m

2

)
+

(
f

2

)
= mf,

îòêóäà
(m− f)2 = m2 − 2mf + f 2 = m+ f = n.

Èòàê, ìû çíàåì, ÷òî n = k2. Áîëåå òîãî, èç ðàññóæäåíèé âûøå ñëåäóåò, ÷òî m− f = ±k, îòêóäà
{m, f} =

{(
k
2

)
,
(
k+1
2

)}
. Òåïåðü îñòàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð äëÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî k ≥ 3 ñóùåñòâóåò êîíñòðóêöèÿ ñ (k2 − k)/2
ìàëü÷èêàìè è (k2 + k)/2 äåâî÷êàìè.
Áàçà: äëÿ k = 3 ïðèìåð ñòðîèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü êîíñòðóêöèþ èç Ñëó÷àÿ
2 ñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ).
Ïåðåõîä : âîçüì¼ì êîíñòðóêöèþ A èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, äîáàâèì n ìàëü÷èêîâ è n+1 äåâî÷êó,
ïðè÷¼ì îäíó äåâî÷êó âûäåëèì (ïóñòü å¼ çîâóò Òàíÿ).

Ïóñòü âñå äåòè èç êîíñòðóêöèè A ïîìîãàþò â òî÷íîñòè âñåì äîáàâëåííûì, êðîìå Òàíè (òî åñòü
îíè ïîìîãëè n äåâî÷êàì è n ìàëü÷èêàì);

Òàêæå ïóñòü Òàíÿ ïîìîãàåò âñåì äåòÿì èç êîíñòðóêöèè A, à òàêæå äîáàâëåííûì ìàëü÷èêàì, è
íè îäíîé äîáàâëåííîé äåâî÷êå (òàêèì îáðàçîì, îíà ïîìîãëà ïî (n2 + n)/2 ìàëü÷èêàì è äåâî÷êàì).

Íàêîíåö, çàíóìåðóåì äîáàâëåííûõ äåòåé êàæäîãî ïîëà (ìàëü÷èêîâ è âñåõ äåâî÷åê, êðîìå Òàíè,
ïî-îòäåëüíîñòè) ÷èñëàìè îò 1 äî n. Âíóòðè îäíîãî ïîëà äåòè ñ á�îëüøèìè íîìåðàìè ïîìîãàþò
äåòÿì ñ ì�åíüøèì íîìåðîì. Êðîìå òîãî, äåâî÷êè ïîìîãàþò ìàëü÷èêàì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èõ íîìåð íå ìåíüøå, ÷åì íîìåð ìàëü÷èêà. Èòîãî, k-àÿ äîáàâëåííàÿ äåâî÷êà ïîìîãëà k äåâî÷êàì
(ñ÷èòàÿ Òàíþ) è k ìàëü÷èêàì, à k-ûé íîâûé ìàëü÷èê ïîìîã (k−1)-é äåâî÷êå è òàêîìó æå êîëè÷åñòâó
ìàëü÷èêîâ.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïîñòðîèì òðè âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè.

Êîíñòðóêöèÿ 1. Ðàññìîòðèì ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà 2s+1 âåðøèíå, â êîòîðîì âåðøèíû
ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 0, . . . , 2s, ïðè÷åì èç âåðøèíû v âûõîäÿò ðåáðà ñ êîíöàìè v + 1, . . . , v + s
(âñå ÷èñëà ðàññìàòðèâàåì ïî ìîäóëþ 2s + 1). Ýòî çàäàåò s-ðåãóëÿðíûé òóðíèð íà 2s + 1 âåðøèíå.
Íàçîâåì òàêóþ êîíñòðóêöèþ Reg(2s+ 1).

Êîíñòðóêöèÿ 2. Ðàññìîòðèì ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà 2s âåðøèíàõ, â êîòîðîì âåðøèíû
ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 0, . . . , 2s−1, ïðè÷åì èç âåðøèíû v âûõîäÿò ðåáðà ñ êîíöàìè v+1, . . . , v+s−1
(âñå ÷èñëà ðàññìàòðèâàåì ïî ìîäóëþ 2s). Êðîìå òîãî, èç âåðøèí v ñ íîìåðàìè 0, . . . , s− 1 âûõîäèò
ðåáðî â âåðøèíó v+s. Ïîëó÷àåì ãðàô, â êîòîðîì èñõîäÿùèå ñòåïåíè âåðøèí ñ íîìåðàìè 0, . . . , s−1
ðàâíû s, à èñõîäÿùèå ñòåïåíè âåðøèí ñ íîìåðàìè s, . . . , 2s − 1 ðàâíû s − 1. Òàêóþ êîíñòðóêöèþ
íàçîâåì Circ(2s).

Êîíñòðóêöèÿ 3. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà l è r è ðàññìîòðèì öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà a è b ñ óñëîâèÿìè al = br, a ≤ r, b ≤ l. Ïóñòü, êðîìå òîãî, gl = l/ÍÎÄ(l, r), gr = r/ÍÎÄ(l, r).
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

gr | a,
a

gr
≤ r

gr
, b =

la

r
=

gla

gr
.

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà äâóäîëüíûé ãðàô, ðàçìåðû ëåâîé è ïðàâîé äîëåé êîòîðîãî ðàâíû t = ÍÎÄ(l, r).
Âåðøèíû êàæäîé äîëè áóäåì íóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 0 äî t − 1. Äëÿ êàæäîãî x ∈ {0, . . . , t − 1}
äîáàâèì â ãðàô ðåáðà (x, x+ i), i ∈ {0, . . . , a/gr−1}. Ïîëó÷èëè (a/gr)-ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô.
Òåïåðü êàæäóþ âåðøèíó ëåâîé äîëè ïðåâðàòèì â gl âåðøèí, à êàæäóþ âåðøèíó ïðàâîé äîëè � â gr
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âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ãðàô, ëåâàÿ äîëÿ êîòîðîãî èìååò ðàçìåð l, ïðàâàÿ � r, ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû ëåâîé äîëè ðàâíà a, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ïðàâîé äîëè ðàâíà b. Íàêîíåö,
îðèåíòèðóåì âñå ïðîâåäåííûå ðåáðà òàê, ÷òîáû îíè øëè èç ëåâîé äîëè â ïðàâóþ, à ìåæäó êàæäîé
ïàðîé íåñìåæíûõ âåðøèí äîáàâèì ðåáðî èç ïðàâîé äîëè â ëåâóþ. Ïîëó÷åííûé ãðàô íàçîâåì ãðàôîì
Part(l, r, a, b).

Èòàê, òåïåðü ìû ãîòîâû ñòðîèòü ïðèìåðû. Äëÿ ýòîãî ðàçáåðåì 4 ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü l =

(
k
2

)
è r =

(
k+1
2

)
îáà íå÷åòíûå. Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

r ≥ (l − 1)/2, l ≥ l − (r − 1)/2, à òàêæå ðàâåíñòâî (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî)

l(l − 1)

2
= r

(
l − r − 1

2

)
.

Òîãäà ïîñòðîèì íà ìíîæåñòâå ìàëü÷èêîâ ãðàô Reg(l), íà ìíîæåñòâå äåâî÷åê ãðàô Reg(r), à ìåæäó
íèìè � ãðàô Part(l, r, (l− 1)/2, l− (r− 1)/2). Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ðåáðà (x, y) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x
ïîìîã y. Òîãäà êàæäûé ìàëü÷èê ïîìîã (l− 1)/2 ìàëü÷èêàì è äåâî÷êàì, à êàæäàÿ äåâî÷êà ïîìîãëà
(r − 1)/2 ìàëü÷èêó è äåâî÷êå.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü l =
(
k
2

)
íå÷åòíî, à r =

(
k+1
2

)
÷åòíî. Âûäåëèì îäíó èç äåâî÷åê (ïóñòü å¼ çîâóò

Òàíÿ). Ñêàæåì, ÷òî Òàíå ïîìîãëè êàê âñå ìàëü÷èêè, òàê è âñå îñòàëüíûå äåâî÷êè. Äëÿ îñòàâøèõñÿ
ëþäåé ïîâòîðèì êîíñòðóêöèþ èç Ñëó÷àÿ 1: ïîñòðîèì íà ìíîæåñòâå ìàëü÷èêîâ ãðàô Reg(l), íà
ìíîæåñòâå äåâî÷åê ãðàô Reg(r−1), à ìåæäó íèìè � ãðàô Part(l, r−1, (l−1)/2−1, l−r/2) (óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ãðàôà ñíîâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî).

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü l =
(
k
2

)
÷åòíî, à r =

(
k+1
2

)
íå÷åòíî. Âûäåëèì îäíîãî èç ìàëü÷èêîâ (ïóñòü

åãî çîâóò Ïåòÿ). Ñêàæåì, ÷òî Ïåòå ïîìîãëè êàê âñå îñòàëüíûå ìàëü÷èêè, òàê è âñå äåâî÷êè. Äëÿ
îñòàâøèõñÿ ëþäåé ïîâòîðèì êîíñòðóêöèþ èç Ñëó÷àÿ 1: ïîñòðîèì íà ìíîæåñòâå ìàëü÷èêîâ ãðàô
Reg(l− 1), íà ìíîæåñòâå äåâî÷åê ãðàô Reg(r), à ìåæäó íèìè � ãðàô Part(l− 1, r, l/2, l− (r− 1)/2)
(óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ãðàôà ñíîâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî).

Ñëó÷àé 4. Ïóñòü l =
(
k
2

)
è r =

(
k+1
2

)
îáà ÷åòíû (îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò ÷åòíîñòü k). Ïîñòðîèì

íà ìíîæåñòâå ìàëü÷èêîâ ãðàô Circ(l), íà ìíîæåñòâå äåâî÷åê ãðàô Circ(r). Òåïåðü ïóñòü F1, F2 �
ïîëîâèíû äåâî÷åê ñî ñòåïåíÿìè r/2 è r/2 − 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèì âñåõ äåâî÷åê ïî êðóãó
(ïðè÷åì ïîä íîìåðàìè 0, . . . , r/2−1 áóäóò ñòîÿòü äåâî÷êè èç F1), à ìàëü÷èêîâ âûñòðîèì â ðÿä. Ïîñëå
ýòîãî i-é ìàëü÷èê ïîìîæåò äåâî÷êàì ñ íîìåðàìè Si+1, . . . , Si+di (ïî ìîäóëþ r), ãäå di åñòü ñòåïåíü
i-îãî ìàëü÷èêà, à Si = d1 + . . . + di−1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåêîòîðîìó ïðåôèêñó äåâî÷åê (áîëåå
òî÷íî, ïåðâûì

(
l
2

)
= Sl+1 mod r äåâî÷êàì) ïîìîæåò ⌈Sl+1/r⌉ ìàëü÷èêîâ, à îñòàëüíûì � ⌊Sl+1/r⌋

ìàëü÷èêîâ. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ Sl+1 mod r = r/2, ⌈Sl+1/r⌉ = r/2, ⌊Sl+1/r⌋ = r/2 − 1,
êîòîðûå ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Çàäà÷à 5. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîåN > 1 õîðîøèì, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . , aN ,
÷òî íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè âñåâîçìîæíûõ ïàð èç íèõ îáðàçóþò N(N −1)/2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóåò ëè õîðîøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10100? (À.Òåðòåðÿí)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ õîðîøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > 10100. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . , aN , ÷òî íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè âñåâîçìîæíûõ ïàð èç íèõ îáðàçóþò
N(N − 1)/2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � îáîçíà÷èì èõ b, b+ 1, . . . , b+ N(N−1)

2
− 1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k åñëè ñðåäè ÷èñåë a1, . . . , aN ðîâíî m ÷èñåë
äåëÿòñÿ íà k, òî ñðåäè èõ ïîïàðíûõ ÍÎÄ-îâ ðîâíî m(m−1)

2
äåëÿòñÿ íà k. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü

ïî-ðàçíîìó.

Ïåðâûé ñïîñîá.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè N > 4 ó ÷èñëà N(N−1)
2

íàéä¼òñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 2 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äå-

ëèòåëÿ. Â ÷àñòíîñòè, ó N(N−1)
2

íàéä¼òñÿ ïðîñòîé äåëèòåëü p, îòëè÷íûé îò 3. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë
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b, b+1, . . . , b+ N(N−1)
2

− 1 ðîâíî p äåëÿòñÿ íà N(N−1)
2p

. Îäíàêî ÷èñëî âèäà m(m−1)
2

íå ìîæåò áûòü ïðî-
ñòûì ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò 3, ïîñêîëüêó ïðè m ≥ 4 ó íåãî ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëÿ, à ïðè m = 1, 2, 3 ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ 0, 1, 3. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîé ñïîñîá.

Ïîñêîëüêó ïîïàðíûå ÍÎÄû ÷èñåë a1, . . . aN îáðàçóþò N(N−1)
2

ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, òî êîëè÷åñòâî ck ÷èñåë ñðåäè íèõ, äåëÿùèõñÿ íà k, ðàâíî
[
N(N−1)

2k

]
èëè

[
N(N−1)

2k

]
+ 1.

Ðàññìîòðèì ÷èñëà cN , cN+1, . . . , cN(N−1)
2

. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî l = N, . . . , N(N−1)
2

÷èñëà cl è

cl+1 îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå ÷åì íà 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , N(N−1)
2

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

N(N − 1)

2j
− 1 ≤

[N(N − 1)

2j

]
≤ cj ≤

[N(N − 1)

2j

]
+ 1 ≤ N(N − 1)

2j
+ 1,

èìååò ìåñòî îöåíêà

|cl − cl+1| ≤
∣∣∣N(N − 1)

2l
− N(N − 1)

2(l + 1)

∣∣∣+ 2 =
∣∣∣N(N − 1)

2l(l + 1)

∣∣∣+ 2 ≤ 1

2
+ 2 < 3.

Ðàññìîòðèì òàêîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå l ≥ N , ÷òî cl > cl+1. Ïîñêîëüêó cN ≥ N(N−1)
2

− 1 >
10100+2, à cl = cN , ïîëó÷àåì, ÷òî cl è cl+1 � äâà ÷èñëà, áîëüøèå 10100, îòëè÷àþùèåñÿ íå áîëüøå ÷åì
íà 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, îáà ÷èñëà cl è cl+1 èìåþò âèä m(m− 1)/2, ãäå m
� íàòóðàëüíîå. Íî ïðè m > 3 ñîñåäíèå ÷èñëà òàêîãî âèäà îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû íà 4, ïîñêîëüêó

(m+ 1)m

2
− m(m− 1)

2
= m > 3.

Ïðîòèâîðå÷èå.
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