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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Íà ïðÿìîóãîëüíîì ëèñòå áóìàãè ïðîâåëè íåñêîëüêî îòðåçêîâ,

ïàðàëëåëüíûõ åãî ñòîðîíàì. Ýòè îòðåçêè ðàçáèëè ëèñò íà

íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âíóòðè êîòîðûõ íåò ïðîâåä¼ííûõ

ëèíèé. Ïåòÿ õî÷åò ïðîâåñòè â êàæäîì èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàç-

áèåíèÿ îäíó äèàãîíàëü, ðàçáèâ åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà, è îêðà-

ñèòü êàæäûé òðåóãîëüíèê ëèáî â ÷¼ðíûé, ëèáî â áåëûé öâåò.

Âåðíî ëè, ÷òî îí îáÿçàòåëüíî ñìîæåò ýòî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû

íèêàêèå äâà îäíîöâåòíûõ òðåóãîëüíèêà íå èìåëè îáùåãî îòðåç-

êà ãðàíèöû?

Îòâåò. Äà, âåðíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ïåòÿ ïðîâåä¼ò â êàæäîì èç ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ äèàãîíàëü èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà â ïðàâûé âåðõíèé. Ïîñëå

ýòîãî âñå òðåóãîëüíèêè, ïðèìûêàþùèå ê ëåâûì âåðõíèì óãëàì

ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îí ïîêðàñèò â ÷¼ðíûé öâåò, à îñòàëüíûå � â

áåëûé.

Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà ïîäîéä¼ò. Ðàññìîòðèì îáùèé

îòðåçîê ãðàíèöû äâóõ òðåóãîëüíèêîâ. Åñëè ýòîò îòðåçîê äèàãî-

íàëüíûé, òî ñâåðõó ê íåìó ïðèìûêàåò ÷¼ðíûé òðåóãîëüíèê, à

ñíèçó áåëûé. Åñëè îòðåçîê ãîðèçîíòàëüíûé, òî ê íåìó ñâåðõó

ïðèìûêàåò áåëûé òðåóãîëüíèê, à ñíèçó � ÷¼ðíûé; ñëó÷àé âåð-

òèêàëüíîãî îòðåçêà àíàëîãè÷åí. Ïîýòîìó òàêàÿ ðàñêðàñêà ïîä-

õîäèò.

9.2. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå E. Òî÷êè êàñàíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíè-
êîâ ABE è CDE ñ èõ îáùèìè âíåøíèìè êàñàòåëüíûìè ëåæàò

íà îêðóæíîñòè ω. Òî÷êè êàñàíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-

óãîëüíèêîâ ADE è BCE ñ èõ îáùèìè âíåøíèìè êàñàòåëüíûìè

ëåæàò íà îêðóæíîñòè γ. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé ω
è γ ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-

óãîëüíèêîâ ABE, BCE, CDE, ADE ÷åðåç OAB , OBC , OCD,

OAD ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü T1, T2 � òî÷êè êàñàíèÿ îäíîé èç
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îáùèõ êàñàòåëüíûõ ñ îïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè òðåóãîëüíè-

êîâ ABE è CDE ñîîòâåòñòâåííî; îáîçíà÷èì ÷åðåç O è T ñå-

ðåäèíû îòðåçêîâ OABOCD è T1T2 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1).

Òîãäà â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè OABT1T2OCD ïðÿìàÿ OT �

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêó-

ëÿðîì ê îòðåçêó T1T2. Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòü ω ñèììåòðè÷íà

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé OABOCD, íà êîòîðîé òàêæå ëåæèò òî÷êà

O, çíà÷èò, O�öåíòð ω.
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà OADOBC ÿâ-

ëÿåòñÿ öåíòðîì γ. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî OABOBCOCDOAD � ïàðàëëåëîãðàìì. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî OABOBC è OCDOAD �

ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì EB è ED, ïîýòîìó
OABOBC ∥ OCDOAD; àíàëîãè÷íî, OABOAD ∥ OBCOCD, îò-

êóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

9.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷¼ò-
íîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî ÷èñëî (a−1)(a2−1) . . . (an−1) ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì êâàäðàòîì.

Îòâåò. n = 1 è n = 2.
Ðåøåíèå. Äëÿ n = 1 ïîäîéä¼ò ëþáîå ÷¼òíîå a âèäà m2+1,

íàïðèìåð, a = 2. Äëÿ n = 2 ïîäîéä¼ò ëþáîå ÷¼òíîå a âèäàm2−1,
íàïðèìåð, a = 8.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = 3 íàøëîñü òðåáóåìîå ÷èñëî a.
Òîãäà ÷èñëî (a− 1)(a2 − 1)(a3 − 1) = (a− 1)3(a+ 1)(a2 + a+ 1)
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ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Ïîñêîëüêó a2+a+1 = a(a+1)+1,
÷èñëà a+1 è a2+a+1 âçàèìíî ïðîñòû. Ðàç ÷èñëî a+1 íå÷¼òíî,
÷èñëà a+1 è a−1 òàêæå âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà
a+1 è (a−1)(a2+a+1) � òî÷íûå êâàäðàòû. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî

a + 1 ïðè äåëåíèè íà 3 ìîæåò äàâàòü ëèøü îñòàòîê 0 èëè 1, à
òîãäà ÷èñëî a− 1 íå äåëèòñÿ íà 3. Îòñþäà

ÍÎÄ(a− 1, a2 + a+ 1) = ÍÎÄ(a− 1, (a+ 2)(a− 1) + 3) =

= ÍÎÄ(a− 1, 3) = 1,

çíà÷èò, ÷èñëà a− 1 è a2 + a+ 1 òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàä-
ðàòàìè. Íî âòîðîå ÿâëÿòüñÿ êâàäðàòîì íå ìîæåò, ïîñêîëüêó

a2 < a2 + a+ 1 < (a+ 1)2. Ïðîòèâîðå÷èå.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òðåáóåìîãî a íå ñóùåñòâóåò ïðè

n ⩾ 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå a íàøëîñü. Âîçüì¼ì òàêîå íàòó-

ðàëüíîå k ⩾ 2, ÷òî 2k ⩽ n < 2k+1. Ïîñêîëüêó a2
k
− 1 = (a2

k−1
−

− 1)(a2
k−1

+ 1), ÷èñëî (a− 1)(a2 − 1) . . . (an − 1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ a2
k−1

+ 1 è íåñêîëüêèõ ìíîæèòåëåé âèäà

am − 1, ãäå 1 ⩽ m ⩽ n è m ̸= 2k.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæèòåëü a2
k−1

+ 1 âçàèìíî ïðîñò ñî âñåìè

îñòàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè â ýòîì ðàçëîæåíèè. Ïóñòü a2
k−1

+1 è

am− 1 èìåþò íåêîòîðûé îáùèé äåëèòåëü d. Òîãäà è ÍÎÄ(a2
k
−

− 1, am − 1) êðàòåí d. Íî ÍÎÄ(a2
k
− 1, am − 1) = aÍÎÄ(2

k,m) −
− 1. Ïîñêîëüêó m ̸= 2k è m ⩽ n < 2k+1, ÷èñëî m íå ìîæåò

äåëèòüñÿ íà 2k. Òàêèì îáðàçîì, ÍÎÄ(2k,m) � ñòåïåíü äâîéêè,

íå ïðåâîñõîäÿùàÿ 2k−1. Ñëåäîâàòåëüíî, a2
k−1

− 1 äåëèòñÿ íà

ÍÎÄ(a2
k
− 1, am − 1), à çíà÷èò, äåëèòñÿ è íà d. Ïîñêîëüêó a

÷¼òíî, ÷èñëà a2
k−1

− 1 è a2
k−1

+ 1 íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé,

îòëè÷íûõ îò 1, çíà÷èò, d = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ìíîæèòåëü a2
k−1

+ 1 âçàèìíî ïðîñò ñî âñåìè îñòàëüíûìè

ìíîæèòåëÿìè â ïðîèçâåäåíèè, ÿâëÿþùåìñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì,

ïîýòîìó îí ñàì ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Òîãäà a2
k−1

+ 1 è

a2
k−1

� îòëè÷àþùèåñÿ íà 1 êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî

íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è äëÿ n ⩾ 4
òðåáóåìûõ ÷èñåë a íå íàéä¼òñÿ.

9.4. Øàõìàòíîãî êîðîëÿ ïîñòàâèëè íà êëåòêó äîñêè 8× 8 è ñäåëàëè
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èì 64 õîäà òàê, ÷òî îí ïîáûâàë íà âñåõ êëåòêàõ è âåðíóëñÿ â èñ-
õîäíóþ êëåòêó. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëÿëîñü ðàññòî-

ÿíèå îò öåíòðà êëåòêè, â êîòîðîé íàõîäèëñÿ êîðîëü, äî öåíòðà

âñåé äîñêè. Íàçîâ¼ì ñäåëàííûé õîä ïðèÿòíûì, åñëè â ðåçóëüòà-

òå õîäà ýòî ðàññòîÿíèå ñòàëî ìåíüøå, ÷åì áûëî äî õîäà. Íàéäèòå

íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðèÿòíûõ õîäîâ. (Øàõìàò-

íûé êîðîëü çà îäèí õîä ïåðåäâèãàåòñÿ íà êëåòêó, ñîñåäíþþ ïî

ñòîðîíå èëè ïî óãëó.)

Îòâåò. 44 õîäà.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè õîäîâ äîëæíî áûëî áûòü õî-

òÿ áû 20 íåïðèÿòíûõ (à çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ïðèÿòíûõ õîäîâ íå

áîëüøå 44). Ðàññòàâèì â êëåòêàõ ÷èñëà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3;

êëåòêè ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè óäàëåíû íà îäíî è òî æå ðàññòî-

ÿíèå îò öåíòðà, à êëåòêè ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè áëèæå ê öåíòðó,

÷åì êëåòêè ñ á�îëüøèìè.
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8 8
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8 8

88

9 9

99

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Êàæäûé õîä èç êëåòêè ñ ÷èñëîì 1 íå óìåíüøàåò ðàññòîÿíèÿ
äî öåíòðà è ïîòîìó íåïðèÿòåí � òàêèõ õîäîâ 4. Õîä èç êëåòêè ñ

÷èñëîì 2 ìîæåò áûòü ïðèÿòíûì, òîëüêî êîãäà îí èä¼ò â êëåòêó
ñ ÷èñëîì 1. Íî íà äîñêå âîñåìü ÷èñåë 2 è òîëüêî ÷åòûðå ÷èñ-

ëà 1, ïîýòîìó õîòÿ áû ÷åòûðå õîäà èç êëåòîê ñ ÷èñëîì 2 áóäóò
íåïðèÿòíûìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü õîäû, âåäóùèå â 32 êëåòêè ñ ÷èñëàìè,

íå ìåíüøèìè 6. Çàìåòèì, ÷òî ýòè õîäû íå ìîãóò èäòè èç êëåòîê

ñ ÷èñëàìè 1 è 2, òî åñòü â ðàññóæäåíèè âûøå îíè íå ó÷òåíû.

Òàêîé õîä ìîæåò áûòü ïðèÿòíûì, òîëüêî åñëè îí èä¼ò èç êëåòêè

ñ íîìåðîì, íå ìåíüøèì 7; îäíàêî òàêèõ êëåòîê âñåãî 20. Çíà÷èò,
ñðåäè ðàññìîòðåííûõ õîäîâ åù¼ 32 − 20 = 12 íåïðèÿòíûõ, è
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îáùåå êîëè÷åñòâî íåïðèÿòíûõ õîäîâ íå ìåíüøå, ÷åì 4+4+12 =
= 20.

Ïðèìåð îáõîäà, â êîòîðîì 44 ïðèÿòíûõ õîäà, ïðèâåä¼í

íà ðèñ. 4.

Çàìå÷àíèå. Ïî ñóòè, â ïîñëåäíåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà

îöåíêè ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè õîäîâ, âåäóùèõ â êëåòêè, îòìå÷åí-

íûå çåë¼íûì íà ðèñ. 3, åñòü íå ìåíåå òð¼õ íåïðèÿòíûõ. Ýòî ìîæ-

íî äîêàçàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ïðîâåäÿ íåáîëüøîé

ïåðåáîð.

9.5. Ïóñòü P1(x) è P2(x) � ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû, à

òî÷êè A1 è A2 � ñîîòâåòñòâåííî âåðøèíû ïàðàáîë y = P1(x) è
y = P2(x). ×åðåç m(g(x)) áóäåì îáîçíà÷àòü íàèìåíüøåå çíà-

÷åíèå ôóíêöèè g(x). Èçâåñòíî, ÷òî ðàçíîñòè m(P1(P2(x))) −
− m(P1(x)) è m(P2(P1(x))) − m(P2(x)) îêàçàëèñü ðàâíûìè ïî-

ëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé A1A2 è

ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îñü Ox.
Îòâåò. 45◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå òð¼õ÷ëåíû � P1(x) = (x−x1)

2+y1
è P2(x) = (x− x2)

2 + y2, ãäå A1(x1; y1) è A2(x2; y2) � êîîðäèíà-

òû âåðøèí ïàðàáîë. Òîãäà m(P1(x)) = y1, à P1(P2(x)) = ((x −
− x2)

2 + y2 − x1)
2 + y1. Åñëè y2 ⩽ x1, òî ìèíèìàëüíîå çíà÷å-

íèå âûðàæåíèÿ ((x − x2)
2 + y2 − x1)

2 ðàâíÿåòñÿ íóëþ, îòêóäà

m(P1(P2(x)))−m(P1(x)) = y1−y1 = 0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî m(P1(P2(x)))−m(P1(x)) � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òà-

êèì îáðàçîì, y2 > x1, îòêóäà m(P1(P2(x))) = (y2 − x1)
2 + y1 è

m(P1(P2(x)))−m(P1(x)) = (y2 − x1)
2.

Àíàëîãè÷íî, y1 > x2 è m(P2(P1(x)))−m(P2(x)) = (y1−x2)
2.

Òåïåðü óñëîâèå ðàâåíñòâà ðàçíîñòåé ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå (y1−
− x2)

2 = (y2 − x1)
2. Îòñþäà, ïîñêîëüêó y2 > x1 è y1 > x2,

ïîëó÷àåì y1−x2 = y2−x1, òî åñòü y2−y1 = −(x2−x1). Çíà÷èò,
èñêîìûé óãîë ðàâåí 45◦.

9.6. Ïåòÿ âûáðàë 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,

ìåíüøèõ 1, è ðàññòàâèë èõ ïî êðóãó. Çàòåì îí ïðîäåëûâàåò ñ

íèìè îïåðàöèè. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî âçÿòü òðè ñòîÿùèõ

ïîäðÿä (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå) ÷èñëà a, b, c è çàìåíèòü ÷èñ-

ëî b íà a − b + c. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k Ïåòÿ ìîã âûáðàòü

7

Готовимся к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



LI Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

èñõîäíûå ÷èñëà è ñäåëàòü íåñêîëüêî îïåðàöèé òàê, ÷òîáû ïîñëå

íèõ ñðåäè ÷èñåë îêàçàëîñü k öåëûõ?

Îòâåò. Ïðè k = 50.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïîêàæåì, ÷òî öåëûõ ÷èñåë íèêîãäà íå

ñòàíåò áîëüøå 50.
Áóäåì ñëåäèòü çà ðàçíîñòÿìè ìåæäó ÷èñëîì è ñëåäóþùèì

çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè ïîäðÿä ñòîÿëè ÷èñëà a, b è c, òî
èõ ðàçíîñòè áûëè ðàâíû a− b è b− c. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðà-
öèè ê ÷èñëó b ïîëó÷àòñÿ ÷èñëà a, a− b+ c è c, ðàçíîñòè êîòîðûõ
ðàâíû a− (a− b+ c) = b− c è (a− b+ c)− c = a− b. Èòàê, â ðå-
çóëüòàòå îïåðàöèè äâå ñîñåäíèå ðàçíîñòè ïðîñòî ïåðåñòàâëÿþò-

ñÿ ìåñòàìè. Èçíà÷àëüíî âñå ðàçíîñòè áûëè íåöåëûìè, ïîýòîìó

îíè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áóäóò íåöåëûìè. Òàêèì îáðàçîì,

äâà öåëûõ ÷èñëà íèêîãäà íå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ðÿäîì è, çíà÷èò,

èõ áóäåò íå áîëüøå 50.
Ïðèìåð. Äëÿ íà÷àëà ðàññòàâèì ïî êðóãó ïîïåðåìåííî ÷èñëà

0,1 è 0,2. Åñëè ñ êàæäûì ÷èñëîì 0,2 ïðîäåëàòü îïåðàöèþ, òî îíî
áóäåò çàìåíåíî íà 0,1 − 0,2 + 0,1 = 0, è ÷èñëà ÷åðåç îäíî áóäóò

öåëûìè.

Îñòàëîñü ïîäïðàâèòü ïðèìåð òàê, ÷òîáû âñå ÷èñëà ñòàëè

ðàçëè÷íûìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèáàâèòü ê êàæäîìó ÷èñ-

ëó 0,1 ïî ñâîåìó ìàëåíüêîìó ÷èñëó, à ê êàæäîìó ÷èñëó 0,2 �

ñóììó ÷èñåë, ïðèáàâëåííûõ ê åãî ñîñåäÿì. Íàïðèìåð, âûáðàâ

t = 0,001, ìîæíî ïðèáàâèòü ê ïîñëåäîâàòåëüíûì ÷èñëàì 0,1 ÷èñ-
ëà 0, t, 2t, . . . , 47t, 48t, 50t; òîãäà ê ÷èñëàì 0,2 áóäóò ïðèáàâëÿòü-
ñÿ ÷èñëà t, 3t, 5t, . . . , 95t, 98t, 50t. Â ðåçóëüòàòå âñå ÷èñëà ñòàíóò

ðàçëè÷íûìè.

ßâíî ïîñòðîåííûé ïðèìåð âûãëÿäèò òàê:

0,1 0,2001 0,1001 0,2003 0,1002 0,2005 0,1003 . . .

. . . 0,1047 0,2095 0,1048 0,2098 0,105 0,205

9.7. Â ñòðîêó âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, . . ., 60 (ðîâíî â òàêîì ïîðÿäêå).

Èãîðü è Ðóñëàí ïî î÷åðåäè ñòàâÿò çíàêè +, − è × ìåæäó íèìè,

íà÷èíàåò Èãîðü; çà õîä êàæäûé ñòàâèò îäèí çíàê. Êîãäà ìåæäó

êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè ïîñòàâëåí çíàê, âû÷èñëÿ-

åòñÿ çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. Åñëè îíî äåëèòñÿ íà 3,
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òî ïîáåäà ïðèñóæäàåòñÿ Èãîðþ, èíà÷å Ðóñëàíó. Êòî èç èãðîêîâ

ìîæåò âûèãðàòü, íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà?

Îòâåò. Èãîðü.

Ðåøåíèå. Çàìåíèì âñå ÷èñëà â ñòðîêå íà èõ îñòàòêè îò

äåëåíèÿ íà 3, îò ýòîãî ðåçóëüòàò èãðû íå èçìåíèòñÿ. Ïîëó÷èì

ñòðîêó 1, 2, 0, . . ., 1, 2, 0. Ïðîìåæóòêè ìåæäó ÷èñëàìè ïðîíó-

ìåðóåì ñëåâà íàïðàâî îò 1 äî 59.

Ïåðâûì õîäîì Èãîðü ñòàâèò çíàê ¾−¿ â 30-é ïðîìåæóòîê, à
âñå îñòàëüíûå ïðîìåæóòêè îí ðàçáèâàåò íà ïàðû âèäà (i, 30+ i).
Åñëè Ðóñëàí ñòàâèò â êàêîé-òî ïðîìåæóòîê çíàê ¾+¿ èëè ¾−¿,
òî Èãîðü â ïàðíûé ïðîìåæóòîê ñòàâèò ¾−¿ èëè ¾+¿, ñîîòâåò-
ñòâåííî. À åñëè Ðóñëàí ñòàâèò çíàê ¾×¿, òî Èãîðü ñòàâèò â ïàð-
íûé ïðîìåæóòîê òàêæå çíàê ¾×¿.

Êîãäà âñå çíàêè ðàññòàâëåíû, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ðàç-

áèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì â ëåâîé è ïðàâîé

ïîëîâèíàõ âûðàæåíèÿ íàáîð ñëàãàåìûõ îäèíàêîâûé, íî áåðóòñÿ

îíè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî çíà÷åíèå

áóäåò äàâàòü îñòàòîê 0 ïðè äåëåíèè íà 3.

9.8. Íà ïåðèìåòðå òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè D1, D2, E1,

E2, F1, F2 òàê, ÷òî ïðè îáõîäå ïåðèìåòðà òî÷êè âñòðå÷àþòñÿ â

ïîðÿäêå A, F1, F2, B, D1, D2, C, E1, E2. Îêàçàëîñü, ÷òî AD1 =
= AD2 = BE1 = BE2 = CF1 = CF2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòðû

òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ òðîéêàìè ïðÿìûõ AD1, BE1, CF1

è AD2, BE2, CF2, ðàâíû.

A

B K

CE

F

Ðèñ. 5

Ðåøåíèå. Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþ-

ùåé ïîëåçíîé ëåììû.

Ëåììà. Ïóñòü òî÷êè F è E
âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî íà ñòî-

ðîíàõ AB è AC ïàðàëëåëîãðàì-

ìà ABKC òàê, ÷òî BE = CF .
Òîãäà òî÷êà K ðàâíîóäàëåíà îò

ïðÿìûõ BE è CF (ñì. ðèñ. 8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó BK ∥ EC è CK ∥ FB, èìååì
SKBE = SKBC = SKFC . Òàê êàê BE = CF , îòñþäà è ñëåäóåò,

÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî ïðÿìûõ BE è CF ðàâíû. □
Ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ. Ïóñòü ïðÿìûå èç óñëîâèÿ îáðàçó-
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þò òðåóãîëüíèêè X1Y1Z1 è X2Y2Z2 (òî÷êè îáîçíà÷åíû êàê

íà ðèñ. 9).

A

B

C

K

P1

P2

Q1

Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2

D1

E1

F1

X1

Y1

Z1

D2

E2

F2

X2

Y2

Z2

Ðèñ. 6

Âûáåðåì òî÷êó K òàê, ÷òî ABKC �ïàðàëëåëîãðàìì; ñî-

ãëàñíî ëåììå, òî÷êà K ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ BE1, CF1, BE2

è CF2; çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì K, êàñàþùà-

ÿñÿ ýòèõ ïðÿìûõ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ P1, Q1, P2 è Q2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà èç ðàâåíñòâ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ âûòåêàåò, ÷òî

BX1 − CX1 = BP1 +X1P1 −X1Q1 + CQ1 = BP2 + CQ2 =

= BP2 −X2P2 +X2Q2 + CQ2 = CX2 −BX2.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî CY1−AY1 = AY2−CY2 è AZ1−
− BZ1 = BZ2 − AZ2. Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå òðè ðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïåðèìåòðîâ.
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10 êëàññ
10.1. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó íà èçíà÷àëüíî ïóñòîé êëåò÷àòîé

òàáëèöå 100 × 100, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Çà

ñâîé õîä èãðîê âïèñûâàåò â íåêîòîðóþ ïóñòóþ êëåòêó ëþáóþ

çàãëàâíóþ áóêâó ðóññêîãî àëôàâèòà (â êàæäóþ êëåòêó ìîæíî

âïèñàòü ðîâíî îäíó áóêâó). Êîãäà âñå êëåòêè áóäóò çàïîëíåíû,

Ïåòÿ îáúÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì, åñëè íàéäóòñÿ ÷åòûðå ïîäðÿä

èäóùèå êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè, â êîòîðûõ ñëåâà íàïðàâî íàïè-

ñàíî ñëîâî ¾ÏÅÒß¿, èëè íàéäóòñÿ ÷åòûðå ïîäðÿä èäóùèå êëåò-

êè ïî âåðòèêàëè, â êîòîðûõ ñâåðõó âíèç íàïèñàíî ñëîâî ¾ÏÅ-

Òß¿. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé Âàñè?

Îòâåò. Íå ñìîæåò.

Ðåøåíèå. Îïèøåì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ Âàñè. Ïóñòü

Âàñÿ âñå âðåìÿ ïèøåò áóêâó ¾Þ¿ â êëåòêó ñîãëàñíî ñëåäóþ-

ùèì íèæå óñëîâèÿì; à åñëè óêàçàííàÿ êëåòêà íå ñóùåñòâóåò

èëè óæå çàíÿòà, à òàêæå åñëè Ïåòÿ ñòàâèò ëþáóþ áóêâó îòëè÷-

íóþ îò ¾Ï¿, ¾Å¿, ¾Ò¿, ¾ß¿, òî ïóñòü Âàñÿ ñòàâèò ¾Þ¿ â ëþáóþ

ñâîáîäíóþ êëåòêó.

Åñëè Ïåòÿ â íåêîòîðîé êëåòêå ïèøåò áóêâó ¾Ï¿, òî Âàñÿ

ïèøåò ¾Þ¿ â êëåòêå, ñîñåäíåé ñ íåé ñïðàâà; åñëè Ïåòÿ ïèøåò

áóêâó ¾Å¿, òî Âàñÿ ïèøåò ¾Þ¿ â êëåòêå, ñîñåäíåé ñ íåé ñëåâà;

åñëè Ïåòÿ ïèøåò áóêâó ¾Ò¿, òî Âàñÿ ïèøåò ¾Þ¿ â êëåòêå, ñî-

ñåäíåé ñ íåé ñíèçó; åñëè Ïåòÿ ïèøåò áóêâó ¾ß¿, òî Âàñÿ ïèøåò

¾Þ¿ â êëåòêå, ñîñåäíåé ñ íåé ñâåðõó.

Èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî â äâóõ ñîñåäíèõ ïî

ãîðèçîíòàëè êëåòêàõ íå ìîãëî ïîÿâèòüñÿ ¾ÏÅ¿, ÷èòàåìîå ñëåâà

íàïðàâî. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå ¾ÏÅ¿

ïîÿâèëîñü; òîãäà ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé èç ýòèõ äâóõ áóêâ Âà-

ñÿ, ñîãëàñíî îïèñàííîé ñòðàòåãèè, ñðàçó çàéì¼ò ìåñòî âòîðîé èç

ýòèõ áóêâ � ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî, â äâóõ ñîñåäíèõ ïî âåð-

òèêàëè êëåòêàõ íå ìîãëî ïîÿâèòüñÿ ¾Òß¿, ÷èòàåìîå ñâåðõó âíèç.

10.2. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà P . Íà îòðåçêå AB
îòìå÷åíà òî÷êà Q, à íà îòðåçêå AC � òî÷êà R òàê, ÷òî îïè-

ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BPQ è CPR êàñàþòñÿ ïðÿ-

ìîé AP . ×åðåç òî÷êè B è C ïðîâåëè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BPC, à ÷åðåç òî÷êè
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Q è R � ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè òðåóãîëüíèêà PQR. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ÷åòûð¼õ ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó AB · AQ = AP 2 = AC · AR, ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê BCRQ � âïèñàííûé. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíî-

ñòè (BCRQ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç O1 è O2 öåíòðû îêðóæíîñòåé

(BPC) è (QPR). Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå BO1, CO1, QO2, RO2

ðàâíîóäàëåíû îò O. Òàê êàê OB = OC = OQ = OR, äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî (íàïðàâëåííûõ) óãëîâ

∠OCO1 = ∠O1BO = ∠OQO2 = ∠O2RO. Çäåñü ïåðâîå è ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâà î÷åâèäíû èç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííûõ

ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê BC è QR.

A

B

C

P

Q

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

O
O1

O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2O2

Ðèñ. 7

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî ∠O1BO = ∠OQO2 (∗). Èç
ñ÷¼òà óãëîâ ïîëó÷àåì ∠OQO2 = ∠OQR − ∠O2QR = (90◦ −
− ∠RCQ) − (90◦ − ∠RPQ) = ∠RPQ − ∠RCQ. Àíàëîãè÷íî
∠O1BO = ∠BPC − ∠BQC. Çíà÷èò, (∗) ýêâèâàëåíòíî ðàâåí-

ñòâó ∠RPQ−∠RCQ = ∠BPC −∠BQC èëè ∠BQC −∠RCQ =
= ∠BPC − ∠RPQ (∗∗). Èç êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé (BPQ) è

(CPR) ñëåäóåò ∠RPQ = ∠RCP + ∠PBQ, ÷òî ðàâíî (èç ñóì-

ìû óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà BPCA) ∠BPC − ∠BAC. Òåì ñà-

ìûì, (∗∗) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ∠BQC − ∠RCQ = ∠BAC, ÷òî
âåðíî. Çàäà÷à ðåøåíà.

10.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷¼ò-
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íîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî ÷èñëî (a−1)(a2−1) . . . (an−1) ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì êâàäðàòîì.

Îòâåò. n = 1 è n = 2.
Ðåøåíèå. Äëÿ n = 1 ïîäîéä¼ò ëþáîå ÷¼òíîå a âèäà m2+1,

íàïðèìåð, a = 2. Äëÿ n = 2 ïîäîéä¼ò ëþáîå ÷¼òíîå a âèäàm2−1,
íàïðèìåð, a = 8.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = 3 íàøëîñü òðåáóåìîå ÷èñëî a.
Òîãäà ÷èñëî (a− 1)(a2 − 1)(a3 − 1) = (a− 1)3(a+ 1)(a2 + a+ 1)
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Ïîñêîëüêó a2+a+1 = a(a+1)+1,
÷èñëà a+1 è a2+a+1 âçàèìíî ïðîñòû. Ðàç ÷èñëî a+1 íå÷¼òíî,
÷èñëà a+1 è a−1 òàêæå âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà
a+1 è (a−1)(a2+a+1) � òî÷íûå êâàäðàòû. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî

a + 1 ïðè äåëåíèè íà 3 ìîæåò äàâàòü ëèøü îñòàòîê 0 èëè 1, à
òîãäà ÷èñëî a− 1 íå äåëèòñÿ íà 3. Îòñþäà

ÍÎÄ(a− 1, a2 + a+ 1) = ÍÎÄ(a− 1, (a+ 2)(a− 1) + 3) =

= ÍÎÄ(a− 1, 3) = 1,

çíà÷èò, ÷èñëà a− 1 è a2 + a+ 1 òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàä-
ðàòàìè. Íî âòîðîå ÿâëÿòüñÿ êâàäðàòîì íå ìîæåò, ïîñêîëüêó

a2 < a2 + a+ 1 < (a+ 1)2. Ïðîòèâîðå÷èå.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òðåáóåìîãî a íå ñóùåñòâóåò ïðè

n ⩾ 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå a íàøëîñü. Âîçüì¼ì òàêîå íàòó-

ðàëüíîå k ⩾ 2, ÷òî 2k ⩽ n < 2k+1. Ïîñêîëüêó a2
k
− 1 = (a2

k−1
−

− 1)(a2
k−1

+ 1), ÷èñëî (a− 1)(a2 − 1) . . . (an − 1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ a2
k−1

+ 1 è íåñêîëüêèõ ìíîæèòåëåé âèäà

am − 1, ãäå 1 ⩽ m ⩽ n è m ̸= 2k.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæèòåëü a2
k−1

+ 1 âçàèìíî ïðîñò ñî âñåìè

îñòàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè â ýòîì ðàçëîæåíèè. Ïóñòü a2
k−1

+1 è

am− 1 èìåþò íåêîòîðûé îáùèé äåëèòåëü d. Òîãäà è ÍÎÄ(a2
k
−

− 1, am − 1) êðàòåí d. Íî ÍÎÄ(a2
k
− 1, am − 1) = aÍÎÄ(2

k,m) −
− 1. Ïîñêîëüêó m ̸= 2k è m ⩽ n < 2k+1, ÷èñëî m íå ìîæåò

äåëèòüñÿ íà 2k. Òàêèì îáðàçîì, ÍÎÄ(2k,m) � ñòåïåíü äâîéêè,

íå ïðåâîñõîäÿùàÿ 2k−1. Ñëåäîâàòåëüíî, a2
k−1

− 1 äåëèòñÿ íà

ÍÎÄ(a2
k
− 1, am − 1), à çíà÷èò, äåëèòñÿ è íà d. Ïîñêîëüêó a

13

Готовимся к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



LI Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

÷¼òíî, ÷èñëà a2
k−1

− 1 è a2
k−1

+ 1 íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé,

îòëè÷íûõ îò 1, çíà÷èò, d = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ìíîæèòåëü a2
k−1

+ 1 âçàèìíî ïðîñò ñî âñåìè îñòàëüíûìè

ìíîæèòåëÿìè â ïðîèçâåäåíèè, ÿâëÿþùåìñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì,

ïîýòîìó îí ñàì ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Òîãäà a2
k−1

+ 1 è

a2
k−1

� îòëè÷àþùèåñÿ íà 1 êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî

íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è äëÿ n ⩾ 4
òðåáóåìûõ ÷èñåë a íå íàéä¼òñÿ.

10.4. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 106 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è ïðîâåäåíû âñå îòðåçêè ìåæäó íèìè.

Ãðèøà ïîñòàâèë íà êàæäîì ïðîâåä¼ííîì îòðåçêå âåùåñòâåííîå

÷èñëî, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùåå 1, è äëÿ êàæäîé øåñò¼ðêè

îòìå÷åííûõ òî÷åê ïîñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë íà âñåõ 15 îòðåçêàõ,

ñîåäèíÿþùèõ èõ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ñóììà ïî ìîäó-

ëþ íå ìåíüøå ÷èñëà C, ïðè ýòîì ñðåäè òàêèõ ñóìì åñòü êàê ïî-

ëîæèòåëüíàÿ, òàê è îòðèöàòåëüíàÿ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì C
ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò. 15
4
.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-

ñÿ îòìå÷åííûå òî÷êè, à ð¼áðàìè � ïðîâåä¼ííûå îòðåçêè.

Îöåíêà. Äîêàæåì îöåíêó C ⩽ 15
4
. Óñëîâèå ãëàñèò, ÷òî â íà-

øåì ïîëíîì ãðàôå åñòü êàê øåñò¼ðêè âåðøèí, ñóììà íà ð¼áðàõ

ìåæäó êîòîðûìè ïîëîæèòåëüíà, òàê è øåñò¼ðêè, ñóììà íà ð¼á-

ðàõ ìåæäó êîòîðûìè îòðèöàòåëüíà. Òîãäà íàéäóòñÿ äâå øåñò¼ð-

êè, îòëè÷àþùèåñÿ çàìåíîé òîëüêî îäíîé âåðøèíû, òàêèå, ÷òî ó

îäíîé èç íèõ ñóììà ïîëîæèòåëüíà, ó äðóãîé îòðèöàòåëüíà. Â

ñàìîì äåëå, âîçüì¼ì øåñò¼ðêó ñ ïîëîæèòåëüíîé ñóììîé, è áó-

äåì ïðåâðàùàòü å¼ â øåñò¼ðêó ñ îòðèöàòåëüíîé, ìåíÿÿ âåðøèíû

ïî îäíîé � íà êàêîì òî øàãå ïðîèçîøëî èçìåíåíèå çíàêà, øå-

ñò¼ðêè, êîòîðûå áûëè äî è ïîñëå ýòîãî øàãà � èñêîìàÿ ïàðà.

Äàëåå ðàáîòàåì ñ ïîëíûì ïîäãðàôîì íà ìíîæåñòâå S èç

ñåìè âåðøèí � îáúåäèíåíèè âûøåîïèñàííîé ïàðû øåñò¼ðîê.

Ðàññìîòðèì âñå ñåìü øåñò¼ðîê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü âû-

áðàñûâàíèåì îäíîé âåðøèíû èç S. Ïóñòü ñðåäè íèõ k ñ îò-

ðèöàòåëüíûìè ñóììàìè � ïîëó÷àþùèåñÿ âûáðàñûâàíèåì âåð-
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øèí A1, . . . , Ak (áóäåì íàçûâàòü ýòè âåðøèíû A-âåðøèíàìè,
à ñîîòâåòñòâóþùèå øåñò¼ðêè�A-øåñò¼ðêàìè), è 7 − k ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè ñóììàìè � ïîëó÷àþùèåñÿ âûáðàñûâàíèåì âåð-

øèí B1, . . . , B7−k (áóäåì íàçûâàòü ýòè âåðøèíû B-âåðøèíàìè,
à ñîîòâåòñòâóþùèå øåñò¼ðêè�B-øåñò¼ðêàìè). Ð¼áðà ìåæäó

äâóìÿ A-âåðøèíàìè áóäåì íàçûâàòü AA-ð¼áðàìè, ìåæäó äâóìÿ
B-âåðøèíàìè � BB-ð¼áðàìè, à ð¼áðà, ñîåäèíÿþùèå A-âåðøèíó
ñ B-âåðøèíîé � AB-ð¼áðàìè.

Èç ñòàðîé ðàññòàíîâêè ÷èñåë íà ð¼áðàõ, ñîåäèíÿþùèõ âåð-

øèíû ìíîæåñòâà S, ïîëó÷èì íîâóþ ðàññòàíîâêó, çàìåíèâ âñå

÷èñëà íà AA-ð¼áðàõ íà ÷èñëî x, ðàâíîå èõ ñðåäíåìó àðèôìå-

òè÷åñêîìó, è àíàëîãè÷íî çàìåíèâ âñå ÷èñëà íà AB-ð¼áðàõ íà

èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå y, à âñå ÷èñëà íà BB-ð¼áðàõ íà èõ
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå z. Î÷åâèäíî, |x| ⩽ 1, |y| ⩽ 1, |z| ⩽ 1,
òàê êàê âñå ñòàðûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 1.

Ëåììà. Ïîäãðàô S ñ íîâûìè ÷èñëàìè íà ð¼áðàõ óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ ñ òîé æå êîíñòàíòîé C.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî AA-

ðåáðà åñòü îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî A-øåñò¼ðîê, â êîòîðûå âõî-
äÿò îáà åãî êîíöà. È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé A-øåñò¼ðêè ñðåäè

15 ð¼áåð ìåæäó å¼ âåðøèíàìè åñòü îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî

AA-ð¼áåð. Òî æå âåðíî äëÿ AB-ð¼áåð è äëÿ BB-ð¼áåð. Çíà-
÷èò, ñóììà ΣA ÷èñåë íà ð¼áðàõ â A-øåñò¼ðêå â íîâîé ðàññòà-

íîâêå åñòü ñðåäíåå ñóìì ïî âñåì A-øåñò¼ðêàì â ñòàðîé ðàññòà-

íîâêå, òî åñòü ñðåäíåå íåñêîëüêèõ ÷èñåë, íå áîëüøèõ −C; çíà-
÷èò, ΣA ⩽ −C. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ñóìì â

B-øåñò¼ðêàõ. Ëåììà äîêàçàíà. □
Äàëåå èçó÷àåì íîâóþ ðàññòàíîâêó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

Ñëó÷àé k = 1. Èíûìè ñëîâàìè, åñòü ðîâíî îäíà A-øåñò¼ðêà,
íà êîòîðîé ïÿòíàäöàòü BB-ð¼áåð, è øåñòü B-øåñò¼ðîê, íà êàæ-
äîé èç êîòîðûõ äåñÿòü BB-ð¼áåð è ïÿòü AB-ð¼áåð. Èìååì ñè-

ñòåìó íåðàâåíñòâ: 15z ⩽ −C, 5y + 10z ⩾ C. Óìíîæèì ïåðâîå íà

−2, ñëîæèì ñî âòîðûì, óìíîæåííûì íà 3, ïîëó÷èì 15y ⩾ 5C,
îòêóäà C ⩽ 3.

Ñëó÷àé k = 2. Òåïåðü ó íàñ äâå A-âåðøèíû è ïÿòü B-
âåðøèí, òî åñòü íà A-øåñò¼ðêå åñòü äåñÿòü BB-ð¼áåð è ïÿòü

AB-ð¼áåð, à íà B-øåñò¼ðêå � øåñòü BB-ð¼áåð, âîñåìü AB-ð¼áåð
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è îäíî AA-ðåáðî. Èìååì 5y + 10z ⩽ −C, x + 8y + 6z ⩾ C. Èñ-
êëþ÷àÿ z, ïîëó÷àåì 8C ⩽ 5x+ 25y ⩽ 30, çíà÷èò, C ⩽ 15

4
.

Ñëó÷àé k = 3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, èìååì x + 8y +
+ 6z ⩽ −C, 3x + 9y + 3z ⩾ C. Èçáàâëÿÿñü íà ýòîò ðàç îò y,
ïîëó÷àåì 17C ⩽ 15x− 30z ⩽ 45, îòêóäà C ⩽ 45

17
< 15

4
.

Ñëó÷àè k ⩾ 4 ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåííûì óìíîæåíèåì âñåõ

÷èñåë íà −1, ÷òî âåä¼ò ê çàìåíå k 7→ 7−k. Èòàê, îöåíêà C ⩽ 15
4

äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Ëþáîå ÷èñëî âåðøèí îò äâóõ äî 999995 îáúÿâèì

âåðøèíàìè òèïà A, îñòàëüíûå � âåðøèíàìè òèïà B. Íà âñåõ

ð¼áðàõ ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè òèïà B íàïèøåì ÷èñëî −7
8
, íà

âñåõ îñòàëüíûõ � ÷èñëî 1. Òîãäà, åñëè â øåñò¼ðêå âåðøèí õîòÿ

áû ïÿòü B-âåðøèí, òî ñóììà â íåé íå áîëüøå −15
4
, à èíà÷å � íå

ìåíüøå 15
4
.

10.5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, . . . , n âûïè-

ñûâàþò íà äîñêå â ñòðî÷êó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ó êàæäûõ äâóõ

ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë âû÷èñëÿþò èõ ÍÎÄ (íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü) è çàïèñûâàþò ýòîò ÍÎÄ íà ëèñòêå. Êàêîå íàèáîëü-

øåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè âñåõ n − 1
âûïèñàííûõ íà ëèñòêå ÷èñåë?

Îòâåò. ⌊n/2⌋.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîå-òî èç âûïèñàí-

íûõ íà ëèñòêå ÷èñåë áîëüøå ⌊n/2⌋, ñêàæåì, ÍÎÄ(a, b) = d >
> ⌊n/2⌋. Òîãäà íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a, b íå ìåíüøå 2d, ÷òî áîëü-
øå n � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êàæäûé èç íàïèñàííûõ ÍÎÄîâ

íå ïðåâîñõîäèò ⌊n/2⌋, ïîòîìó êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÍÎÄîâ íå
ìîæåò ïðåâûøàòü ⌊n/2⌋.

Ïðèìåð. Ðàçîáü¼ì âñå ÷èñëà îò 1 äî n íà öåïî÷êè âèäà

a, 2a, 4a, 8a, . . . , 2ka, ãäå a � íå÷¼òíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

n. Âûïèøåì â ñòðî÷êó öåïî÷êè îäíó çà äðóãîé. Òîãäà äëÿ ëþáî-

ãî íàòóðàëüíîãî d ⩽ ⌊n/2⌋ íàéä¼òñÿ öåïî÷êà, â êîòîðîé âñòðå-

÷àåòñÿ d, à ñëåäóþùåå çà d ÷èñëî áóäåò 2d. Âèäèì, ÷òî êàæäîå
íàòóðàëüíîå d ⩽ ⌊n/2⌋ áóäåò âûïèñàíî íà ëèñòêå.

10.6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè
100 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàéä¼òñÿ òàêîé ìíîãî-
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÷ëåí g(x) ñòåïåíè íå âûøå k ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè, ÷òî ãðàôèêè y = f(x) è y = g(x) èìåþò ðîâíî 100 îáùèõ

òî÷åê?

Îòâåò. 98.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì n = 100.
1. Ïîêàæåì, êàê ïîäîáðàòü íóæíûé ìíîãî÷ëåí g ñòåïåíè íå

âûøå n− 2 äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè n. Ïðè äîìíîæå-
íèè f íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó óñëîâèå íå ïîìåíÿåòñÿ (g ìîæíî
äîìíîæèòü íà òó æå êîíñòàíòó), ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò f ðàâåí 1, òàê ÷òî f(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé íàáîð n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x1, . . . , xn, äà-
þùèõ â ñóììå −a1, è ïîëîæèì h(x) = (x − x1) . . . (x − xn),
g(x) = f(x) − h(x), òàê ÷òî h = f − g. Âèäèì, ÷òî ó f è h
ñîâïàäàþò êîýôôèöèåíòû ïðè xn è ïðè xn−1, ïîýòîìó ñòåïåíü

g íå ïðåâûøàåò n− 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àáñöèññû òî÷åê ïåðå-

ñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ f è g � ýòî â òî÷íîñòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà h,
à èõ ðîâíî n.

2. Ïîêàæåì, ÷òî k ⩽ n−3 íå ðàáîòàåò. Ïóñòü äàí ìíîãî÷ëåí
f(x) = xn, à g(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n − 3. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ãðàôèêè f è g ïåðåñåêàþòñÿ â n òî÷êàõ, èìåþ-

ùèõ àáñöèññû x1, . . . , xn. Íî òîãäà ìíîãî÷ëåí f − g ñòåïåíè n
èìååò n âåùåñòâåííûõ êîðíåé x1, . . . , xn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó

f − g êîýôôèöèåíòû ïðè xn−1 è xn−2 ðàâíû 0. Íî òîãäà ïî òåî-

ðåìå Âèåòà ñóììà s1 = x1 + . . . + xn è ñóììà ïîïàðíûõ ïðî-

èçâåäåíèé s2 = x1x2 + x1x3 + . . . + xn−1xn ðàâíû 0. Îòñþäà

x21+. . .+x2n = s21−2s2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî x1 = x2 = . . . = xn = 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî xi ðàçëè÷íû.

10.7. Â ïðîãðàììó ñîðåâíîâàíèÿ âõîäèò 25 âèäîâ ñïîðòà, â êàæäîì

èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäèí ïîáåäèòåëü, ïîëó÷àþùèé çîëî-

òóþ ìåäàëü. Â ñîðåâíîâàíèè ó÷àñòâóþò 25 ñïîðòñìåíîâ, êàæ-

äûé � âî âñåõ 25 âèäàõ ñïîðòà. Èìååòñÿ 25 ýêñïåðòîâ, êàæäûé

èç êîòîðûõ äîëæåí ñäåëàòü ïðîãíîç, ñêîëüêî çîëîòûõ ìåäàëåé

ïîëó÷èò êàæäûé ñïîðòñìåí, ïðè ýòîì â åãî ïðîãíîçå êîëè÷åñòâà

ìåäàëåé äîëæíû ÿâëÿòüñÿ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè

ñ ñóììîé 25. Ýêñïåðòà ïðèçíàþò êîìïåòåíòíûì, åñëè îí âåðíî

óãàäàåò êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ìåäàëåé õîòÿ áû ó îäíîãî ñïîðòñ-

ìåíà. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ýêñïåðòû ìîãóò ñäåëàòü òàêèå
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ïðîãíîçû, ÷òî õîòÿ áû k èç íèõ áóäóò ïðèçíàíû êîìïåòåíòíûìè

íåçàâèñèìî îò èñõîäà ñîðåâíîâàíèÿ?

Îòâåò. 24.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïîêàæåì, ÷òî k ⩽ 24, ò. å. ÷òî ëþáîé ýêñ-

ïåðò ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîìïåòåíòíûì. Åñëè ýòîò ýêñïåðò ñ÷è-

òàåò, ÷òî âñå ñïîðòñìåíû âîçüìóò ïî îäíîé ìåäàëè, îïðîâåðã-

íåì åãî ðåçóëüòàòîì (25, 0, 0, . . . , 0). Èíà÷å ýêñïåðò ñ÷èòàåò, ÷òî

íåñêîëüêî (õîòÿ áû îäèí) ñïîðòñìåíîâ ïîëó÷àò 0 ìåäàëåé. Òîãäà

ðàñïðåäåëèì âñå ìåäàëè ìåæäó ýòèìè ñïîðòñìåíàìè òàê, ÷òîáû

êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èë õîòÿ áû îäíó ìåäàëü. Â òàêîì ñëó÷àå

ýêñïåðò íå óãàäàåò íè îäíîãî êîëè÷åñòâà ìåäàëåé.

Ïðèìåð. Ïóñòü ïðîãíîç îäíîãî ýêñïåðòà � (1, 1, 1, . . . , 1),
à ïðîãíîçû îñòàëüíûõ � (1, 0, . . . , 0, 24), (0, 1, . . . , 0, 24), . . . ,

(0, 0, . . . , 1, 24) (íà ïîñëåäíåì ìåñòå 24, è åù¼ îäíà åäèíèöà).

Åñëè íåêîìïåòåíòíûì îêàçàëñÿ ïåðâûé ýêñïåðò, òî â èñõî-

äå òî÷íî åñòü õîòÿ áû òðè íóëÿ, èíà÷å õîòÿ áû â 23 ïîçèöèÿõ

êîëè÷åñòâî ìåäàëåé íå ìåíüøå 2, è òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ìå-

äàëåé íå ìåíüøå 23 · 2 > 25 � ïðîòèâîðå÷èå. Íî òîãäà êàæäûé

èç îñòàëüíûõ ýêñïåðòîâ êîìïåòåíòíûé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äâîå ýêñïåðòîâ, îòëè÷íûõ îò ïåð-

âîãî, îêàçàëèñü íåêîìïåòåíòíûìè. Òîãäà â äâóõ ïîçèöèÿõ èõ

ïðîãíîçû � 0 è 1 ìåäàëåé, à çíà÷èò, â ðåàëüíîì èñõîäå â ýòèõ

ïîçèöèÿõ íå ìåíåå 2 ìåäàëåé. Êðîìå òîãî, åù¼ â 22 ïîçèöèÿõ

ïðîãíîçû îáîèõ ýêñïåðòîâ � íóëè, çíà÷èò, â ðåàëüíîì èñõîäå â

ýòèõ ïîçèöèÿõ íå ìåíåå 1 ìåäàëè. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ìå-

äàëåé íå ìåíüøå 2 · 2 + 22 · 1 > 25 � ïðîòèâîðå÷èå.

10.8. Íà ïåðèìåòðå òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè D1, D2, E1,

E2, F1, F2 òàê, ÷òî ïðè îáõîäå ïåðèìåòðà òî÷êè âñòðå÷àþòñÿ â

ïîðÿäêå A, F1, F2, B, D1, D2, C, E1, E2. Îêàçàëîñü, ÷òî AD1 =
= AD2 = BE1 = BE2 = CF1 = CF2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòðû

òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ òðîéêàìè ïðÿìûõ AD1, BE1, CF1

è AD2, BE2, CF2, ðàâíû.

Ðåøåíèå. Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåé ïîëåçíîé ëåììû.

Ëåììà. Ïóñòü òî÷êè F è E âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî íà

ñòîðîíàõ AB è AC ïàðàëëåëîãðàììà ABKC òàê, ÷òî BE =
= CF . Òîãäà òî÷êà K ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ BE è CF (ñì.

ðèñ. 8).
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A

B K

CE

F

Ðèñ. 8

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

BK ∥ EC è CK ∥ FB, èìååì
SKBE = SKBC = SKFC . Òàê êàê

BE = CF , îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè K äî ïðÿ-

ìûõ BE è CF ðàâíû. □
Ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ. Ïóñòü

ïðÿìûå èç óñëîâèÿ îáðàçóþò òðå-

óãîëüíèêè X1Y1Z1 è X2Y2Z2 (òî÷êè îáîçíà÷åíû êàê íà ðèñ. 9).

A

B

C

K

P1

P2

Q1

Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2Q2

D1

E1

F1

X1

Y1

Z1

D2

E2

F2

X2

Y2

Z2

Ðèñ. 9

Âûáåðåì òî÷êó K òàê, ÷òî ABKC �ïàðàëëåëîãðàìì; ñî-

ãëàñíî ëåììå, òî÷êà K ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ BE1, CF1, BE2

è CF2; çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì K, êàñàþùà-

ÿñÿ ýòèõ ïðÿìûõ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ P1, Q1, P2 è Q2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà èç ðàâåíñòâ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ âûòåêàåò, ÷òî

BX1 − CX1 = BP1 +X1P1 −X1Q1 + CQ1 = BP2 + CQ2 =

= BP2 −X2P2 +X2Q2 + CQ2 = CX2 −BX2.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî CY1−AY1 = AY2−CY2 è AZ1−
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− BZ1 = BZ2 − AZ2. Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå òðè ðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïåðèìåòðîâ.
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11 êëàññ
11.1. Íà äîñêó âûïèñàëè 777 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî ðîâíî 760 ñïîñîáàìè âûáðàòü äâà ÷èñëà

a è b, çàïèñàííûõ íà äîñêå, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

a2 + b2 + 1 = 2ab.

Ñïîñîáû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë, ñ÷èòàþòñÿ

îäèíàêîâûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêèå äâà ÷èñëà c
è d, çàïèñàííûõ íà äîñêå, ÷òî

c2 + d2 + 2025 = 2cd.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå a2 + b2 + 1 = 2ab ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî (a − b)2 = −1 èëè æå a − b = ±i. Ðàññìîòðèì
ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � çàïèñàííûå íà äîñêó ÷èñëà, à ðåá-

ðî ïðîâîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ÷èñëàìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà i.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è, â òàêîì ãðàôå ðîâíî 760 ð¼áåð. Êàæ-

äàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóòü

è ñîñòîèò èç âåðøèí-÷èñåë âèäà z, z + i, z + 2i, . . . , z + (n− 1)i.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîì ãðàôå k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Òîãäà â
í¼ì 777−k ð¼áåð, ïîýòîìó k = 17. Ïîñêîëüêó 17 ·45 = 765 < 777,
òî â êàêîé-òî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè õîòÿ áû 46 âåðøèí, ïîýòîìó

êàêèå-òî äâå èç ýòèõ âåðøèí � ýòî ÷èñëà c è d = c+ 45i. Òîãäà
(c− d)2 = 452 · i2 = −2025, ñëåäîâàòåëüíî, c2 + d2 + 2025 = 2cd,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

11.2. Äàíà ïðÿìàÿ ïðèçìà ABCA1B1C1. Èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè

A1BC, AB1C, ABC1 è ABC � îñòðîóãîëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ âìåñòå ñ òî÷êîé

ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé ñôåðå.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M è H òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìå-

äèàí è âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, à òàêæå îòìåòèì òî÷êó T òàê,

÷òî 3
−−→
MT =

−−→
AA1 =

−−→
BB1 =

−−→
CC1. Ïóñòü ñôåðà ω ïîñòðîåíà íà

îòðåçêå HT êàê íà äèàìåòðå. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ MT ïåðïåí-

äèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABC, òî òî÷êà M ëåæèò íà ω. Ïîêàæåì,
÷òî íà ñôåðå ω ëåæèò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H1 òðåóãîëüíè-

êà A1BC, ðàññóæäåíèå äëÿ äâóõ äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ àíàëî-

ãè÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ñåðåäèíó îòðåçêà BC. Ïîñêîëüêó NA =
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H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1H1

Ðèñ. 10
= 3NM , òî÷êà T ëåæèò íà îòðåçêå A1N , â ÷àñòíîñòè, îíà ëåæèò

â ïëîñêîñòè A1BC. Ïóñòü AA′ � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ AA1 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABC, òî
∠A1AA

′ = 90◦, à òàêæå A′A1 ⊥ BC ïî òåîðåìå î òð¼õ ïåðïåí-

äèêóëÿðàõ, òî åñòü òî÷êà H1 ëåæèò íà îòðåçêå A1A
′. Ïîñêîëü-

êó òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H òðåóãîëü-

íèêà ABC îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC, ëåæèò íà åãî îïèñàííîé

îêðóæíîñòè, òî A′H ·A′A = A′B ·A′C. Ïðèìåíÿÿ òî æå ðàññóæ-
äåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêà A1BC, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî A′H1 ·A′A1 =
= A′B · A′C = A′H · A′A. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûð¼õóãîëüíèê
AHH1A1 âïèñàííûé, ïîýòîìó ∠HH1A1 = 180◦−∠A1AH = 90◦.
Ïîñêîëüêó åù¼ HA′ ⊥ BC è H1A

′ ⊥ BC, âíîâü ïðèìåíÿÿ òåî-

ðåìó î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ HH1

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè A1BC. Çíà÷èò, ∠HH1T = 90◦, òî
åñòü òî÷êà H1 ëåæèò íà ñôåðå ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå. Òî÷êà T � îáùàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêîâ A1BC,AB1C,ABC1.

11.3. Ïàðó ìíîãî÷ëåíîâ F (x, y) è G(x, y) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè íàçîâ¼ì âàæíîé, åñëè èç äåëèìîñòè íà 100 îáåèõ ðàçíîñòåé

F (a, b)−F (c, d) è G(a, b)−G(c, d), ãäå a, b, c, d � öåëûå, ñëåäóåò,

÷òî ÷èñëà a − c è b − d äåëÿòñÿ íà 100. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ

âàæíàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ P (x, y), Q(x, y), ÷òî ïàðà ìíîãî÷ëå-

íîâ P (x, y)− xy è Q(x, y) + xy òàêæå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé?
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Îòâåò. Íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ F è G � âàæíàÿ. Ðàñ-

ñìîòðèì ïàðû îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 100 ÷èñåë F (a, b) è G(a, b),
ãäå a, b � âñåâîçìîæíûå ïàðû öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 99. Ñîãëàñ-

íî óñëîâèþ çàäà÷è, âñå òàêèå ïàðû îñòàòêîâ ðàçíûå. Ïîñêîëüêó

âñåãî ïàð ÷èñåë 1002, òî êàæäàÿ ïàðà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 100
äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Çíà÷èò, äîñòèãàþòñÿ âñå 4 âîçìîæ-

íûå ïàðû ÷¼òíîñòåé ÷èñåë F (a, b), G(a, b). Ïîñêîëüêó ÷¼òíîñòü

çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè â òî÷êå (a, b)
çàâèñèò òîëüêî îò ÷¼òíîñòè ÷èñåë a è b, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïà-

ðû çíà÷åíèé (F (0, 0);G(0, 0)), (F (1, 0);G(1, 0)), (F (0, 1);G(0, 1)),
F (1, 1);G(1, 1)) äàþò âñå ÷åòûðå âîçìîæíûå ïàðû ÷¼òíîñòåé.

Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïàð ìíîãî÷ëåíîâ F = P , G = Q è

F (x, y) = P (x, y) − xy, G(x, y) = Q(x, y) + xy ïåðâûå òðè ïà-

ðû ÷¼òíîñòåé îäèíàêîâûå, à ïîñëåäíÿÿ ïàðà � ðàçíàÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îáå òàêèå ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ âàæíûìè áûòü íå ìîãóò.

11.4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Êóá ñî ñòîðîíîé 2N + 1 ñëîæåí

èç (2N + 1)3 åäèíè÷íûõ êóáèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � ëèáî

÷¼ðíûé, ëèáî áåëûé. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 8 êóáèêîâ,

èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó è îáðàçóþùèõ êóá 2×2×2, íå áîëåå 4
÷¼ðíûõ êóáèêîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êóáèêîâ

ìîãëî áûòü èñïîëüçîâàíî?

Îòâåò. (N + 1)2(4N + 1).
Ðåøåíèå. Ïîëîæèì k = (N + 1)2(4N + 1). Ââåä¼ì ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî âñå âåðøèíû åäèíè÷íûõ êóáèêîâ áóäóò

èìåòü öåëûå êîîðäèíàòû îò 0 äî 2N + 1.
Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ

êóáèêîâ äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ðàâíî k. Ó êàæäîãî êóáèêà

ðàññìîòðèì åãî âåðøèíó, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò (å¼

êîîðäèíàòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2N). Ïóñòü êóáèê ÷¼ð-

íûé, åñëè õîòÿ áû äâå êîîðäèíàòû ýòîé âåðøèíû ÷¼òíû, è áå-

ëûé èíà÷å. ßñíî, ÷òî òîãäà â ëþáîì êóáå 2× 2× 2 áóäåò ðîâíî
4 ÷¼ðíûõ è 4 áåëûõ êóáèêà. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êó-

áèêîâ, ó êîòîðûõ âñå òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòû ÷¼òíû,

ðàâíî (N + 1)3, à êîëè÷åñòâî êóáèêîâ, ó êîòîðûõ ÷¼òíû ðîâíî

äâå êîîðäèíàòû, ðàâíî 3(N + 1)2N , ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî

÷¼ðíûõ êóáèêîâ áóäåò ðàâíî k.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðèìåð îïòèìàëüíûé. Ïóñòü

êóá ñëîæåí èç ÷¼ðíûõ è áåëûõ êóáèêîâ òàê, ÷òî âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ çàäà÷è. Íàçîâ¼ì êóáèê ò¼ìíûì èëè ñâåòëûì, åñëè îí ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷¼ðíûì èëè áåëûì â ïðèâåä¼ííîì âûøå

ïðèìåðå.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b, c) â áîëüøîì êó-

áå íàçîâ¼ì å¼ x-, y- è z-ðàíãîì ÷èñëà rx = min(a, 2N + 1 − a),
ry = min(b, 2N +1− b) è rz = min(c, 2N +1− c) ñîîòâåòñòâåííî.
Íàçîâ¼ì ðàíãîì ýòîé òî÷êè ÷èñëî r = min(rx, ry, rz). Èíà÷å ãî-
âîðÿ, x-, y- èëè z-ðàíã òî÷êè � ýòî ðàññòîÿíèå îò íå¼ äî áëèæàé-

øåé ãðàíè áîëüøîãî êóáà, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñîîòâåòñòâóþùåé

îñè, à å¼ ðàíã � ýòî ïðîñòî ðàññòîÿíèå îò íå¼ äî áëèæàéøåé

ãðàíè áîëüøîãî êóáà.

Îòìåòèì âñå âåðøèíû åäèíè÷íûõ êóáèêîâ ñ íå÷¼òíûìè ðàí-

ãàìè. Äëÿ êàæäîé îòìå÷åííîé âåðøèíû ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

êîëè÷åñòâ ÷¼ðíûõ è áåëûõ êóáèêîâ, ñõîäÿùèõñÿ â ýòîé âåðøèíå;

ïîñêîëüêó âñå ýòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè êóáîâ 2× 2× 2,
ýòà ðàçíîñòü íåïîëîæèòåëüíà. Çíà÷èò, è ñóììà Σ âñåõ òàêèõ ðàç-

íîñòåé íåïîëîæèòåëüíà.

Ñêàæåì, ÷òî êðàòíîñòü åäèíè÷íîãî êóáèêà � ýòî êîëè÷å-

ñòâî åãî îòìå÷åííûõ âåðøèí (ñòîëüêî ðàç ýòîò êóáèê ó÷ò¼í â

Σ). Òîãäà Σ ðàâíà ðàçíîñòè ñóììû âñåõ êðàòíîñòåé ÷¼ðíûõ êó-

áèêîâ è ñóììû êðàòíîñòåé âñåõ áåëûõ êóáèêîâ. Ïîýòîìó íàì

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè òàêàÿ ðàçíîñòü íåïîëîæèòåëüíà,

òî êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êóáèêîâ ℓ íå ïðåâîñõîäèò k.
Ïóñòü rx, ry è rz � ýòî x-, y- è z-ðàíãè öåíòðà íåêîòîðîãî

êóáèêà; ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè rx ⩽ ry ⩽ rz. Òîãäà íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî

• åñëè rx < ry, òî êðàòíîñòü ýòîãî êóáèêà ðàâíà 4;
• åñëè rx = ry = 1/2 + d, ãäå d ÷¼òíî, òî êðàòíîñòü êóáèêà

ìåíüøå 4, è îí ò¼ìíûé;
• åñëè rx = ry = 1/2+d, ãäå d íå÷¼òíî, òî êðàòíîñòü êóáèêà

áîëüøå 4, è îí ñâåòëûé.
Èòàê, êðàòíîñòè âñåõ ò¼ìíûõ êóáèêîâ íå áîëüøå 4, à âñåõ

ñâåòëûõ � íå ìåíüøå 4.
Ïóñòü òåïåðü s1 ⩽ s2 ⩽ . . . ⩽ s(2N+1)3 � êðàòíîñòè âñåõ êó-

áèêîâ, ðàñïîëîæåííûå â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå. Èç ñêàçàííîãî
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âûøå âûòåêàåò, ÷òî s1+ s2+ . . .+ sk − sk+1− . . .− s(2N+1)3 = 0,
ïîñêîëüêó â ïðèâåä¼ííîì âûøå ïðèìåðå çíà÷åíèå Σ áûëî ðàâ-

íî 0.
Åñëè òåïåðü â ðàññìàòðèâàåìîé ðàñêðàñêå ℓ > k ÷¼ðíûõ êó-

áèêîâ, òî

0 ⩾ Σ ⩾ s1 + s2 + . . .+ sℓ − sl+1 − sℓ+2 − . . .− s(2N+1)3 >

> s1 + s2 + . . .+ sk − sk+1 − . . .− s(2N+1)3 = 0,

ïîñêîëüêó sk+1 ⩾ 4. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ℓ ⩽ k,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Îöåíêó ìîæíî äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó � íà-

ïðèìåð, òàê.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå âåðøèíû áîëüøîãî êóáà A, B, C, D, îá-
ðàçóþùèå ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Îòìåòèì âåðøèíó åäèíè÷íîãî

êóáèêà, åñëè ó âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî å¼ ñ áëèæàéøåé ê íåé

âåðøèíîé èç A, B, C è D, âñå êîîðäèíàòû íå÷¼òíû. Ïóñòü p �
êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ âåðøèí, à q � êîëè÷åñòâî åäèíè÷íûõ

êóáèêîâ, íå èìåþùèõ îòìå÷åííîé âåðøèíû. Òîãäà êîëè÷åñòâî

÷¼ðíûõ êóáèêîâ íå ïðåâîñõîäèò 4p+ q.
Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ÷òî 4p+q = k. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåïî-

ñðåäñòâåííî; íî âìåñòî ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîé æå ñõå-

ìîé, ÷òî è â ðåøåíèè âûøå. Èìåííî, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñ-

ëè ó åäèíè÷íîãî êóáèêà åñòü äâå îòìå÷åííûõ âåðøèíû, òî îí

ñâåòëûé, à åñëè íåò îòìå÷åííûõ âåðøèí, òî îí ò¼ìíûé. Òîãäà

ðàññóæäåíèå âûøå ñðàáîòàåò ñ íåñëîæíûìè èçìåíåíèÿìè.

11.5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, . . . , n âûïè-

ñûâàþò íà äîñêå â ñòðî÷êó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ó êàæäûõ äâóõ

ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë âû÷èñëÿþò èõ ÍÎÄ (íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü) è çàïèñûâàþò ýòîò ÍÎÄ íà ëèñòêå. Êàêîå íàèáîëü-

øåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè âñåõ n − 1
âûïèñàííûõ íà ëèñòêå ÷èñåë?

Îòâåò. ⌊n/2⌋.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîå-òî èç âûïèñàí-

íûõ íà ëèñòêå ÷èñåë áîëüøå ⌊n/2⌋, ñêàæåì, ÍÎÄ(a, b) = d >
> ⌊n/2⌋. Òîãäà íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a, b íå ìåíüøå 2d, ÷òî áîëü-
øå n � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êàæäûé èç íàïèñàííûõ ÍÎÄîâ
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íå ïðåâîñõîäèò ⌊n/2⌋, ïîòîìó êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÍÎÄîâ íå
ìîæåò ïðåâûøàòü ⌊n/2⌋.

Ïðèìåð. Ðàçîáü¼ì âñå ÷èñëà îò 1 äî n íà öåïî÷êè âèäà

a, 2a, 4a, 8a, . . . , 2ka, ãäå a � íå÷¼òíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

n. Âûïèøåì â ñòðî÷êó öåïî÷êè îäíó çà äðóãîé. Òîãäà äëÿ ëþáî-

ãî íàòóðàëüíîãî d ⩽ ⌊n/2⌋ íàéä¼òñÿ öåïî÷êà, â êîòîðîé âñòðå-

÷àåòñÿ d, à ñëåäóþùåå çà d ÷èñëî áóäåò 2d. Âèäèì, ÷òî êàæäîå
íàòóðàëüíîå d ⩽ ⌊n/2⌋ áóäåò âûïèñàíî íà ëèñòêå.

11.6. Ïî êðóãó âûïèñàíû 100 åäèíèö. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó,

êàæäûé äåëàåò ïî 1010 õîäîâ. Ïåòÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì âûáè-

ðàåò 9 ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷èñåë è óìåíüøàåò êàæäîå èç íèõ íà 2.

Âàñÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì âûáèðàåò 10 ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷èñåë è

óâåëè÷èâàåò êàæäîå èç íèõ íà 1. Ðåáÿòà õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷è-

íàåò Ïåòÿ. Äîêàæèòå, ÷òî Âàñÿ ñìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû

ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà ñðåäè 100 âûïèñàííûõ ÷èñåë áûëî íå

ìåíåå ïÿòè ïîëîæèòåëüíûõ, êàê áû íè èãðàë Ïåòÿ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì çàïèñàííûå ïî êðóãó ÷èñëà a1, a2,
. . . , a100. Âàñÿ áóäåò ñëåäèòü ëèøü çà äåñÿòüþ ÷èñëàìè, êîòî-

ðûå îí ðàçîáü¼ò íà ïàðû: (a9, a18), (a27, a36), . . . , (a90, a99). Çà
îäèí õîä Ïåòÿ ìîæåò óìåíüøèòü íå áîëåå ÷åì îäíî èç ýòèõ 10

÷èñåë. Åñëè Ïåòÿ óìåíüøèë îäíî èç ÷èñåë ïàðû (ai, ai+9), Âàñÿ
â îòâåò äîáàâèò 1 ê ÷èñëàì ai, ai+1, . . . , ai+9. Åñëè æå Ïåòÿ íå

óìåíüøèë íè îäíî èç ýòèõ 10 ÷èñåë, Âàñÿ ñäåëàåò ëþáîé ðàç-

ðåø¼ííûé õîä. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïàðû õîäîâ Ïåòè è Âàñè

ñóììà ÷èñåë â êàæäîé èç ïÿòè Âàñèíûõ ïàð íå óìåíüøèòñÿ. Ïî-

ñêîëüêó èçíà÷àëüíî ïÿòü ñóìì â ïàðàõ ïîëîæèòåëüíû, òî ïîñëå

êàæäîãî Âàñèíîãî õîäà ñóììà â êàæäîé èç ýòèõ ïÿòè ïàð áóäåò

ïîëîæèòåëüíîé, ïîýòîìó â êàæäîé èç ïàð áóäåò õîòÿ áû îäíî

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ëþáîãî Âàñèíîãî

õîäà áóäåò õîòÿ áû 5 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

11.7. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì íåò ïàðàëëåëü-

íûõ ñòîðîí, âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω. Â òðåóãîëüíèêè

DAB,ABC,BCD,CDA âïèñàíû îêðóæíîñòè ωa, ωb, ωc, ωd
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåäåíû îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòÿì ωa è ωb, ωb è ωc, ωc è ωd, ωd è ωa, íå ñîäåðæàùèå
ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. ×åòûð¼õóãîëüíèê, ïîñëåäî-
âàòåëüíûå ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ÷åòûð¼õ ïðîâåä¼ííûõ

26

Готовимся к олимпиаде на сайте 100ballnik.com



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2024�2025 ó÷åáíûé ãîä

ïðÿìûõ (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), âïèñàí â îêðóæíîñòü Γ.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå öåíòðû îêðóæíîñòåé ωa
è ωc, ωb è ωd, Ω è Γ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ëó÷è AB è DC ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ëó÷è AD è BC � â òî÷êå Q. Îáîçíà÷èì
öåíòð îêðóæíîñòè ωa ÷åðåç Ia, òî÷êè Ib, Ic, Id îïðåäåëèì àíà-

ëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì ÷åòûð¼õóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ÷åòûðüìÿ

êàñàòåëüíûìè ÷åðåç A′B′C ′D′ (ïðÿìàÿ A′B′ � îáùàÿ âíåøíÿÿ

êàñàòåëüíàÿ ê ωa è ωb, àíàëîãè÷íî ñ òðåìÿ äðóãèìè ñòîðîíàìè).

Â ñèëó ëåììû î òðåçóáöå äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD,
òî÷êè A,D, Ia, Id ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñ öåíòðîì â ñå-

ðåäèíå äóãè AD îêðóæíîñòè Ω). Ïóñòü ïðÿìàÿ IaId ïåðåñåêàåò
ñòîðîíû AB è CD â òî÷êàõ U è V , à òàêæå ïåðåñåêàåò ïðÿ-

ìóþ AD â òî÷êå Xad. Îáîçíà÷èì â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD:
∠A = α, ∠D = δ. Òîãäà â ñèëó âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ
ABCD è AIaIdD, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà óãëîâ: ∠QCD = α,
∠UIaA = ∠ADId = δ/2, ∠V IdD = ∠DAIa = α/2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ∠CQD = δ − α è ∠PUV = ∠PV U = (α + δ)/2. Â
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÷àñòíîñòè, α < δ, ïîýòîìó òî÷êà Xad ëåæèò íà ëó÷å AD è

∠DXadId = ∠ADV − ∠PV U = (δ − α)/2. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ IaId ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå óãëà CQD.
Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ A′D′ ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé AD îòíîñèòåëü-

íî ëèíèè öåíòðîâ IaId, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî A′D′ ∥ BC, à òàêæå
ïðÿìàÿ A′D′ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Xad. Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî

òî÷êè Xab, Xbc, Xcd è ïîëó÷èì, ÷òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìûõ

A′B′, B′C ′, C ′D′, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ÷åòûð¼õóãîëü-

íèêà ABCD.
Êàê ìû ïîíÿëè âûøå, ïðÿìàÿ IaId ïàðàëëåëüíà áèññåêòðè-

ñå óãëà CQD. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòîé

áèññåêòðèñå ïàðàëëåëüíà ïðÿìàÿ IbIc, à ïðÿìûå IaIb è IcId ïà-
ðàëëåëüíû áèññåêòðèñå óãëà BPC. Ïîñêîëüêó ∠PUV = ∠PV U ,
òî áèññåêòðèñà óãëà BPC ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé IaId. Òà-
êèì îáðàçîì, ñîñåäíèå ñòîðîíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà IaIbIcId ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû, òî åñòü ýòî ïðÿìîóãîëüíèê. Çíà÷èò, îí âïèñàí â

îêðóæíîñòü, îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç ω, öåíòð êîòîðîé � òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

öåíòðû îêðóæíîñòåé ω, Ω è Γ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìû äî-

êàæåì, ÷òî ó ýòèõ òð¼õ îêðóæíîñòåé îáùàÿ ðàäèêàëüíàÿ îñü,

ïðè÷¼ì íà íåé ëåæàò òî÷êè Xab, Xbc, Xcd, Xda (⋆).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëü-

íèêà AIaIdD. Òîãäà òî÷êà Xad � ðàäèêàëüíûé öåíòð îêðóæíî-

ñòåé γ, ω è Ω, ïîñêîëüêó îíà ëåæèò íà äâóõ èõ ðàäèêàëüíûõ

îñÿõ. Çíà÷èò, ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé ω è Ω ïðîõîäèò ÷å-

ðåç òî÷êó Xad, àíàëîãè÷íî, íà íåé ëåæàò è òî÷êè Xab, Xbc, Xcd.

Â ÷àñòíîñòè, ýòè 4 òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü ïðÿìàÿ B′C ′ ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå S è ñòî-

ðîíó CD â òî÷êå T . Ïîñêîëüêó B′C ′ ∥ AD, òî ∠BST = ∠BAD =
= 180◦−∠BCT , ïîýòîìó ÷åòûð¼õóãîëüíèê BCTS � âïèñàííûé.

Ïîñêîëüêó C ′D′ ∥ AB è A′B′ ∥ CD, òî ïî òåîðåìå Ôàëåñà

XbcB
′

XbcT
=

XbcXab

XbcXcd
=

XbcS

XbcC
′ .

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà îòíîøåíèé è âïèñàííîñòè BCTS ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî XbcB
′ · XbcC

′ = XbcS · XbcT = XbcB · XbcC, òî åñòü

ñòåïåíü òî÷êè Xbc îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòåé Ω è Γ îäèíàêîâà.
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Ðàññóæäåíèå äëÿ òî÷åê Xab, Xad, Xcd àíàëîãè÷íî. Èòîãî äîêà-

çàíî óòâåðæäåíèå (⋆), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
11.8. Ïóñòü f :R → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Õîðäîé áóäåì íàçû-

âàòü îòðåçîê öåëîé äëèíû, ïàðàëëåëüíûé îñè àáñöèññ, êîíöû êî-

òîðîãî ëåæàò íà ãðàôèêå ôóíêöèè f . Èçâåñòíî, ÷òî ó ãðàôèêà
ôóíêöèè f ðîâíî N õîðä, ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ åñòü õîðäà äëèíû

2025. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .

Îòâåò. 4049.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì gn(x) = f(x+n)−
−f(x). Òîãäà ÷èñëî õîðä äëèíû n ðàâíî êîëè÷åñòâó íóëåé ôóíê-
öèè gn(x).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûáåðåì ñëåäóþùóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ f : f(x) = x ïðè x ⩽ 2024 9
10

è f(x) = 20249 · |2025− x|

ïðè x ⩾ 2024 9
10
. Çàìåòèì, ÷òî ïðè a /∈

[
0; 2025 1

10

]
ôóíêöèÿ

f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå f(a) òîëüêî â òî÷êå a. Ñëåäîâàòåëü-
íî, åñëè gn(x) = 0, òî îáå òî÷êè x è x + n ëåæàò â îòðåçêå[
0, 2025 1

10

]
. Â ÷àñòíîñòè, n ⩽ 2025, è íóëè ôóíêöèè gn(x) ëå-

æàò â ïðîìåæóòêå
[
0; 2025 1

10
− n

]
. Äëÿ n = 2025 ïðè x ∈

[
0, 1

10

]
èìååì, ÷òî g2025(x) = 20248x. Çíà÷èò, g2025(x) èìååò åäèíñòâåí-
íûé íóëü x = 0, òî åñòü õîðäà äëèíû 2025 ó ôóíêöèè f åäèí-

ñòâåííà. Ïðè íàòóðàëüíîì n ⩽ 2024 ôóíêöèÿ gn(x) ìîíîòîí-
íî óáûâàåò ïðè x ∈ [0, 2025 − n] è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè

x ∈
[
2025− n, 2025 1

10
− n

]
, ïðè ýòîì gn(0) > 0, gn(2025− n) < 0

è gn

(
2025 1

10
− n

)
> 0. Òàêèì îáðàçîì, ó ýòîé ôóíêöèè ðîâíî

äâà íóëÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ f èìååò ïî äâå õîðäû äëèíû n = 1,
2, . . . , 2024. Èòîãî ó íå¼ 4049 ðàçëè÷íûõ õîðä.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îöåíêå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî õîðäà äëèíû 2025 ñîåäèíÿåò òî÷êè (0; 0) è (0; 2025),
ò. å. f(0) = f(2025) = 0. Ïîëîæèì g(x) = g1(x) = f(x+1)−f(x).
Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ó ôóíêöèè g êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé, à

òàêæå ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Ïóñòü âñå å¼ íóëè ëåæàò â ïðî-

ìåæóòêå [−M,M ]. Òîãäà ôóíêöèÿ g çíàêîïîñòîÿííà íà ëó÷àõ

x > M è x < −M . Ïðè íåîáõîäèìîñòè, çàìåíèâ ôóíêöèþ f íà

−f , ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî g(x) > 0 ïðè x > M .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x) < 0 ïðè x < −M . Çàìåòèì, ÷òî

gn(x) = g(x) + g(x + 1) + . . . + g(x + n − 1), ïîýòîìó gn(x) > 0
ïðè x > M è gn(x) < 0 ïðè x < −M −n. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ gn(x)
èìååò íóëü, òî åñòü ó ôóíêöèè f åñòü õîðäà ëþáîé íàòóðàëüíîé

äëèíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, g(x) > 0 ïðè x < −M . Çíà÷èò, gn(x) > 0
ïðè x > M è ïðè x < −M − n. Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè íà-

òóðàëüíûõ k è m, â ñóììå äàþùèõ 2025, ôóíêöèÿ f èìååò õîòÿ

áû 4 õîðäû äëèí k è m. Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ êàæäîé

òàêîé ïàðû k,m, ìû ïîëó÷èì çàÿâëåííóþ îöåíêó. Èíûìè ñëîâà-

ìè, ìû äîêàæåì, ÷òî ó ôóíêöèé gk(x) è gm(x) ïðè k+m = 2025
ñóììàðíî õîòÿ áû 4 íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òî-

ãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ gk èìååò íå áîëåå îäíîãî íó-

ëÿ. Çíà÷èò, ýòà ôóíêöèÿ íå ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûõ

çíà÷åíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü gk(t) < 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
gk(x) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî
ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ x, òî ó íå¼ åñòü íóëü íà ëó÷å (−∞, t) è íà

ëó÷å (t,∞), òî åñòü õîòÿ áû äâà íóëÿ, ïðîòèâîðå÷èå.

Èòîãî gk(x) ⩾ 0, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî íóëþ äîñòèãàåòñÿ íå

áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Ïîêàæåì, ÷òî gm(t) > 0 äëÿ íåêî-

òîðîãî t ∈ (0, k). Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî

N , äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî Nk äåëèòñÿ íà 2025, è îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç r1, r2, . . . , rN−1 îñòàòêè ÷èñåë k, 2k, . . . , (N − 1)k ïî ìîäó-

ëþ 2025. Åñëè gk(0) > 0, ïîëîæèì r0 = rN = 0, åñëè æå

gk(0) = 0, ïîëîæèì r0 = rN = 2025. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòè

dj = f(rj+1) − f(rj), j = 0, 1, 2, . . . , N − 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

rj+1 > rj , òî rj+1 = rj + k è dj = gk(rj) ⩾ 0; åñëè æå rj+1 < rj ,
òî rj = rj+1 + (2025 − k) = rj+1 + m è dj = −gm(rj+1). Åñëè
r0 = 0, òî d0 = gk(0) > 0. Â ñëó÷àå rN = 2025 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

dN−1 = gk(2025 − k) > 0, ïîñêîëüêó gk(0) = 0, à 2025 − k ̸= 0.
Òàêèì îáðàçîì, d0 + d1 + . . . + dN−1 = 0, è ïåðâîå èëè ïîñëåä-

íåå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ïîëîæèòåëüíî. Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ îò-

ðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå dj < 0, ÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñèòóàöèè
rj = rj+1 +m è dj = −gm(rj+1). Òîãäà äëÿ t = rj+1 ∈ [0, k] ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî gm(t) = −dj > 0.

Çàìåòèì, ÷òî gk(0) + gm(k) = gm(0) + gk(m) = f(2025) −
−f(0) = 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ gk íåîòðèöàòåëüíà, òî gm(0) ⩽ 0
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è gm(k) ⩽ 0, â ÷àñòíîñòè, t ̸= 0 è t ̸= k, ïîýòîìó t ∈ (0, k). Â
ñëó÷àå, êîãäà gk(0) > 0 è gk(m) > 0, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî gm(0) < 0,
gm(t) > 0, gm(k) < 0, à òàêæå ôóíêöèÿ gm(x) ïîëîæèòåëüíà ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ x. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ gm èìååò ïî

íóëþ íà ïðîìåæóòêàõ (−∞, 0), (0, t), (t, k), (k,∞), òî åñòü óæå

ýòà ôóíêöèÿ èìååò õîòÿ áû 4 íóëÿ. Åñëè gk(0) = 0, òî gk(m) > 0,
ïîñêîëüêó ó ôóíêöèè gk íå áîëåå îäíîãî íóëÿ. Òîãäà gm(k) = 0,
gm(t) > 0, gm(0) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ó ôóíêöèè gm åñòü ïî íóëþ

íà ïðîìåæóòêàõ (−∞, 0) è (0, t), à òàêæå íóëü k, òî åñòü õîòÿ

áû 3 íóëÿ, è åù¼ îäèí íóëü â òî÷êå 0 åñòü ó ôóíêöèè gk, ÷òî â
ñóììå ñîñòàâëÿåò õîòÿ áû 4 íóëÿ. Ñëó÷àé gk(m) = 0 ðàçáèðàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.
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