
Ìàòåìàòèêà 7 êëàññ

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ: 240 ìèíóò.

Èíôîðìàöèÿ äëÿ ó÷àñòíèêîâ: ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà êàæäóþ çàäà÷ó � 20 áàëëîâ,

íåçàâèñèìî îò ñëîæíîñòè çàäà÷è. Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà âñþ ðàáîòó - 100 áàëëîâ.

Åñëè ñóììà áàëëîâ, íàáðàííûõ ó÷àñòíèêîì ïî âñåì çàäà÷àì, ïðåâîñõîäèò 100, åãî

èòîãîâàÿ îöåíêà ðàâíà 100.

Çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé, åñëè Âû íå òîëüêî óêàçàëè ïðàâèëüíûé îòâåò,

íî è çàïèñàëè ïîëíîå ðåøåíèå.

1. Â ðÿä âûïèñàíû öèôðû 987654321. Ïîñòàâüòå ìåæäó íèìè ðîâíî äâà çíàêà ìèíóñ
òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ áûëî ìèíèìàëüíûì. (Íàïðèìåð, ïðè ðàñ-
ñòàíîâêå 9876− 54− 321 ïîëó÷àåòñÿ 9501.)

2. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíûõ òðåóãîëü-
íèêà äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè? Åñëè íå ñóùåñòâóåò � äîêàæèòå, åñëè ñóùåñòâóåò �
ïîñòðîéòå ïðèìåð.

3. Áîëåëüùèêè Ñïàðòàêà ãîâîðÿò ïðàâäó, êîãäà Ñïàðòàê âûèãðûâàåò, è ëãóò, êîãäà îí
ïðîèãðûâàåò. Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ áîëåëüùèêè Äèíàìî, Çåíèòà è Ëîêîìîòèâà. Ïîñëå
äâóõ ìàò÷åé ñ ó÷àñòèåì ýòèõ ÷åòûðåõ êîìàíä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêîí÷èëàñü ïîáå-
äîé îäíîé èç êîìàíä, à íå íè÷üåé, èç áîëåëüùèêîâ, ñìîòðåâøèõ òðàíñëÿöèþ, íà âîïðîñ
"áîëååòå ëè âû çà Ñïàðòàê?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 200 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå
ëè âû çà Äèíàìî?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 300 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà
Çåíèò?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 500 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà Ëîêîìîòèâ?"
ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 600 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ÷åëîâåê áîëåëî çà êàæäóþ èç êîìàíä?

4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå 20x2 + 80xy+
95y2 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë x è y. Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1
2
, 1
3
, . . . , 1

100
. Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà a è b

è çàïèñàòü âìåñòî íèõ a + b + ab. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îñòàëîñü
îäíî ÷èñëî. ×åìó îíî ìîæåò áûòü ðàâíî?

6. Ñëîâà ÿçûêà ðîáîòîâ ïëàíåòû Øåëåçÿêà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåëî÷åê �ââåðõ�,
�âíèç�, �âëåâî� è �âïðàâî�, ïðè÷¼ì äâå ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ñòðåëî÷êè íå ìîãóò ñòîÿòü
ðÿäîì. Ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå 1000000 ñëîâ ýòîãî ÿçûêà. ×åòûðå ó÷åíèêà ïåðåïèñû-
âàþò ñëîâà ê ñåáå â òåòðàäü, äåëàÿ ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ: ó÷åíèê U ïðèïèñûâàåò ïåðåä
ñëîâîì ñòðåëî÷êó ââåðõ, à åñëè ýòî çàïðåùåíî (ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ �âíèç�), òî óáèðàåò
ýòî ïåðâîå �âíèç�, ó÷åíèêè D, L, R äåëàþò âñ¼ òî æå ñàìîå, òîëüêî ïðèïèñûâàþò ñî-
îòâåòñòâåííî ñòðåëêó âíèç, âëåâî èëè âïðàâî, è âû÷¼ðêèâàþò ïåðâûé ñèìâîë, åñëè îí
îêàçàëñÿ �ââåðõ�, �âïðàâî�, �âëåâî�. Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé èç ÷åòûð¼õ òåòðàäåé ìèíèìóì
ïîëîâèíà (500000) ñëîâ íå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñðåäè ñëîâ íà äîñêå.

Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ �Âûñøàÿ ïðîáà� 2016, 2 ýòàï



Ìàòåìàòèêà 8 êëàññ

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ: 240 ìèíóò.

Èíôîðìàöèÿ äëÿ ó÷àñòíèêîâ: ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà êàæäóþ çàäà÷ó � 20 áàëëîâ,

íåçàâèñèìî îò ñëîæíîñòè çàäà÷è. Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà âñþ ðàáîòó - 100 áàëëîâ.

Åñëè ñóììà áàëëîâ, íàáðàííûõ ó÷àñòíèêîì ïî âñåì çàäà÷àì, ïðåâîñõîäèò 100, åãî

èòîãîâàÿ îöåíêà ðàâíà 100.

Çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé, åñëè Âû íå òîëüêî óêàçàëè ïðàâèëüíûé îòâåò,

íî è çàïèñàëè ïîëíîå ðåøåíèå.

1. Â ðÿä âûïèñàíû öèôðû 987654321. Ïîñòàâüòå ìåæäó íèìè ðîâíî äâà çíàêà ìèíóñ
òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ áûëî ìèíèìàëüíûì. (Íàïðèìåð, ïðè ðàñ-
ñòàíîâêå 9876− 54− 321 ïîëó÷àåòñÿ 9501.)

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå 20x2 + 80xy+
95y2 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë x è y. Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.

3. Áîëåëüùèêè Ñïàðòàêà ãîâîðÿò ïðàâäó, êîãäà Ñïàðòàê âûèãðûâàåò, è ëãóò, êîãäà îí
ïðîèãðûâàåò. Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ áîëåëüùèêè Äèíàìî, Çåíèòà è Ëîêîìîòèâà. Ïîñëå
äâóõ ìàò÷åé ñ ó÷àñòèåì ýòèõ ÷åòûðåõ êîìàíä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêîí÷èëàñü ïîáå-
äîé îäíîé èç êîìàíä, à íå íè÷üåé, èç áîëåëüùèêîâ, ñìîòðåâøèõ òðàíñëÿöèþ, íà âîïðîñ
"áîëååòå ëè âû çà Ñïàðòàê?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 200 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå
ëè âû çà Äèíàìî?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 300 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà
Çåíèò?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 500 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà Ëîêîìîòèâ?"
ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 600 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ÷åëîâåê áîëåëî çà êàæäóþ èç êîìàíä?

4. Òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2, 3 è 3 ðàçðåçàëè íà ÷åòûðå ïîäîáíûõ åìó òðåóãîëüíèêà.
Êàêîâû ìîãóò áûòü êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ?

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1
2
, 1
3
, . . . , 1

100
. Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà a è

b è çàïèñàòü âìåñòî íèõ 1 + 2a + 2b + 2ab. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå
îñòàëîñü îäíî ÷èñëî. ×åìó îíî ìîæåò áûòü ðàâíî?

6. Ñëîâà ÿçûêà ðîáîòîâ ïëàíåòû Øåëåçÿêà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåëî÷åê �ââåðõ�,
�âíèç�, �âëåâî� è �âïðàâî�, ïðè÷¼ì äâå ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ñòðåëî÷êè íå ìîãóò ñòîÿòü
ðÿäîì. Ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå 1000000 ñëîâ ýòîãî ÿçûêà. ×åòûðå ó÷åíèêà ïåðåïèñû-
âàþò ñëîâà ê ñåáå â òåòðàäü, äåëàÿ ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ: ó÷åíèê U ïðèïèñûâàåò ïåðåä
ñëîâîì ñòðåëî÷êó ââåðõ, à åñëè ýòî çàïðåùåíî (ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ �âíèç�), òî óáèðàåò
ýòî ïåðâîå �âíèç�, ó÷åíèêè D, L, R äåëàþò âñ¼ òî æå ñàìîå, òîëüêî ïðèïèñûâàþò ñî-
îòâåòñòâåííî ñòðåëêó âíèç, âëåâî èëè âïðàâî, è âû÷¼ðêèâàþò ïåðâûé ñèìâîë, åñëè îí
îêàçàëñÿ �ââåðõ�, �âïðàâî�, �âëåâî�. Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé èç ÷åòûð¼õ òåòðàäåé ìèíèìóì
ïîëîâèíà (500000) ñëîâ íå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñðåäè ñëîâ íà äîñêå.

Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ �Âûñøàÿ ïðîáà� 2016, 2 ýòàï



Математика 9 класс

Время выполнения заданий: 240 минут.

Информация для участников: максимальная оценка за каждую задачу — 20 баллов,
независимо от сложности задачи. Максимальная оценка за всю работу — 100 баллов.

Если сумма баллов, набранных участником по всем задачам, превосходит 100, его
итоговая оценка равна 100.

Все решения и ответы должны быть обоснованы.

1. Дан куб,  каждая грань которого – это клетчатое поле размером 2015 на 2015
клеток. В центре одной из граней стоит пешка. Данил и Максим передвигают пешку по
клеткам куба. Данил может ходить только на соседнюю по стороне клетку (разрешается
переходить  на  другую  грань,  если  клетки  соседние  по  стороне),  а  Максим  может
поставить пешку в любую клетку. Пешка красит за собой клетки. На закрашенную клетку
пешку двигать нельзя. Изначальная клетка (центр грани) закрашена. Данил ходит первым.
Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре обоих?

2. Дан  ,ABCV  точки  1 1 1, ,A B C  –  середины  сторон  , ,BC AC AB соответственно.
Докажите,  что три прямые,  проходящие через эти точки и параллельные биссектрисам
противолежащих углов, пересекаются в одной точке.

3. В  гномьем  клане  некоторые  знакомы  между  собой.  Каждый  гном  владеет
некоторым количеством монет. Днём каждый гном узнаёт, сколько монет у каждого из его
знакомых. Вечером он отдаёт по монете каждому из знакомых, кто днём был богаче него.
Гном не может отдать больше, чем у него есть (например, нищий гном ничего не отдаёт).
Если у гнома днём было меньше монет, чем количество знакомых богаче, чем он, то он сам
решает, кому отдавать монеты. Докажите, что, начиная с какого-то дня, гномы прекратят
передавать друг другу монеты.

4.  На доске  написаны  числа  
1,

1
2

,
1
3

, … ,
1

100 . Разрешается  стереть  любые  два

числа a, b и написать вместо них ab+a+b ,  затем поступить так же с какими-то двумя
из оставшихся, и так далее. Какое число может остаться последним?

5. На сколько частей могут делить плоскость 7 различных касательных к данной
окружности? Приведите примеры для всех ответов и докажите, что других не существует.

6. Слова  языка  роботов  планеты  Шелезяка  –  последовательности  стрелочек
«вверх»,  «вниз»,  «влево»  и  «вправо»,  причём  две  противонаправленные  стрелочки  не
могут стоять рядом. Учитель написал на доске 1000000 слов этого языка. Четыре ученика
переписывают слова к себе в тетрадь, делая следующие изменения: ученик U приписывает
перед словом стрелочку «вверх», а если это запрещено (то есть если слово начинается со
стрелочки «вниз»), то убирает это первое «вниз». Ученики D, L, R делают всё то же самое,
только приписывают в начало соответственно стрелки «вниз», «влево» или «вправо», и
вычёркивают первый символ, если он оказался «вверх», «вправо» или «влево». Докажите,
что в одной из четырёх тетрадей минимум 500000 слов не будет встречаться среди слов на
доске.

Межрегиональная олимпиада школьников «Высшая проба» 2016, 2 этап
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Математика 10 класс

Время выполнения задания: 240 минут.

Информация для участников: максимальная оценка за каждую задачу — 20 баллов, независимо
от сложности задачи. Максимальная оценка за всю работу - 100 баллов. Если сумма баллов, набран-
ных участником по всем задачам, превосходит 100, его итоговая оценка равна 100.

1. Три различных положительных числа являются тремя последовательными членами некоторой
арифметической прогрессии. Эти же три числа являются тремя (не обязательно последовательны-
ми) членами некоторой геометрической прогрессии. Приведите пример трёх таких чисел.

2. Вокруг треугольника ABC с углом ∠B = 60◦ описана окружность. Касательные к окружности,
проведённые в точках A и C, пересекаются в точке B1. На лучах AB и CB отметили точки A0 и C0

соответственно так, что AA0 = AC = CC0. Докажите, что точки A0, C0, B1 лежат на одной прямой.

3. Каждый ход шахматного коня — перемещение на одну клетку по го-
ризонтали и две по вертикали, либо наоборот — одну по вертикали и две
по горизонтали. (На рисунке справа конь, отмеченный буквой К, может
за один ход переместиться в любую из затемнённых клеток.)

В произвольной клетке прямоугольной доски размером 2× 2016 кле-
ток стоит шахматный конь. Перемещаясь по описанному правилу (и не
выходя при этом за края доски), он может из этой клетки попасть в неко-
торые другие клетки доски, но не во все. Какое наименьшее количество
клеток нужно добавить к доске, чтобы конь мог из любой клетки доски попасть во все остальные?
(Добавление клетки происходит так, чтобы она имела общую сторону с одной из уже имеющихся. До-
бавлять можно любое количество клеток, получившаяся при этом доска не обязательно должна иметь
прямоугольную форму).

4. Функция f(x), определённая при всех действительных x, является чётной. Кроме того, при любом
действительном x выполняется равенство

f(x) + f(10− x) = 4.

а) Приведите пример такой функции, отличной от константы.
б) Докажите, что любая такая функция является периодической.

5. Петя хочет проверить знания своего брата Коли — победителя олимпиады ”Высшая проба” по мате-
матике. Для этого Петя задумал три натуральных числа a, b, c, и вычислил x =НОД(a, b), y =НОД(b, c),
z =НОД(c, a). Затем он написал на доске три ряда по пять чисел в каждом:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Петя сообщил Коле, что одно из чисел в первом ряду равно x, одно из чисел во втором ряду равно y,
одно из чисел в третьем ряду равно z, и попросил угадать числа x, y, z. Подумав несколько минут, Коля
справился с задачей, правильно назвав все три числа. Назовите их и вы. Докажите, что существует
единственная такая тройка (x, y, z).

6. Таблица n × n заполняется натуральными числами от 1 до 10 так, чтобы ни в одной строке и ни
в одном столбце не было двух одинаковых чисел. Совпадение чисел, стоящих в разных строках и
столбцах, допускается. Пусть f(n) — количество таких расстановок. Например f(1) = 10, f(11) = 0.

а) Что больше, f(9) или f(10)?
б) Что больше, f(5) или f(6)?

Межрегиональная олимпиада школьников ”Высшая проба” 2016, 2 этап



Ìàòåìàòèêà 11 êëàññ

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ: 240 ìèíóò.

Èíôîðìàöèÿ äëÿ ó÷àñòíèêîâ: ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà êàæäóþ çàäà÷ó � 20 áàëëîâ, íåçàâèñèìî

îò ñëîæíîñòè çàäà÷è. Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà âñþ ðàáîòó - 100 áàëëîâ. Åñëè ñóììà áàëëîâ, íàáðàí-

íûõ ó÷àñòíèêîì ïî âñåì çàäà÷àì, ïðåâîñõîäèò 100, åãî èòîãîâàÿ îöåíêà ðàâíà 100.

1. Òðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè. Ìîãóò ëè ýòè æå òðè ÷èñëà îêàçàòüñÿ òðåìÿ (íå îáÿçàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíûìè)

÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC ñ óãëîì ∠B = 60◦ îïèñàíà îêðóæíîñòü. Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè,

ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Íà ëó÷àõ AB è CB îòìåòèëè òî÷êè A0 è C0

ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AA0 = AC = CC0. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A0, C0, B1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì

äåéñòâèòåëüíîì x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) + f(10− x) = 4.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

4. Ïåòÿ õî÷åò ïðîâåðèòü çíàíèÿ ñâîåãî áðàòà Êîëè � ïîáåäèòåëÿ îëèìïèàäû �Âûñøàÿ ïðîáà� ïî ìàòå-

ìàòèêå. Äëÿ ýòîãî Ïåòÿ çàäóìàë òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, è âû÷èñëèë x =ÍÎÄ(a, b), y =ÍÎÄ(b, c),

z =ÍÎÄ(c, a). Çàòåì îí íàïèñàë íà äîñêå òðè ðÿäà ïî ïÿòü ÷èñåë â êàæäîì:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Ïåòÿ ñîîáùèë Êîëå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë â ïåðâîì ðÿäó ðàâíî x, îäíî èç ÷èñåë âî âòîðîì ðÿäó ðàâíî y,

îäíî èç ÷èñåë â òðåòüåì ðÿäó ðàâíî z, è ïîïðîñèë óãàäàòü ÷èñëà x, y, z. Ïîäóìàâ íåñêîëüêî ìèíóò, Êîëÿ

ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé, ïðàâèëüíî íàçâàâ âñå òðè ÷èñëà. Íàçîâèòå èõ è âû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ òðîéêà (x, y, z).

5. Äâà êîðèäîðà âûñîòîé è øèðèíîé â 1 ì èäóò ïåðïåíäèêóëÿðíî äðóã äðóãó ïî ïåðâîìó è âòîðîìó

ýòàæó çäàíèÿ. Ðàçäåëÿþùåå èõ ïåðåêðûòèå ðàçîáðàíî, îáðàçóÿ äûðó 1× 1 ì â ïîëó îäíîãî è ïîòîëêå

äðóãîãî. Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà áàëêè, êîòîðóþ ìîæíî ïåðåäàòü èç îäíîãî êîðèäîðà â äðóãîé

÷åðåç äûðó? (Áàëêó ñ÷èòàòü íåãíóùèìñÿ îòðåçêîì íóëåâîé òîëùèíû. Òîëùèíà ïåðåêðûòèÿ òàêæå

ðàâíà íóëþ, ò.å. ïîë âåðõíåãî êîðèäîðà è ïîòîëîê íèæíåãî êîðèäîðà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè.)

6. Òàáëèöà n × n çàïîëíÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2016 òàê, ÷òîáû íè â îäíîé ñòðîêå è

íè â îäíîì ñòîëáöå íå áûëî äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñîâïàäåíèå ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòîëáöàõ è

ñòðîêàõ, äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü f(n) - êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàññòàíîâîê. Íàïðèìåð f(1) = 2016, f(2017) = 0.

à) ×òî áîëüøå, f(2015) èëè f(2016)?

á) ×òî áîëüøå, f(1008) èëè f(1009)?
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