
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

6 êëàññ

Çàäà÷à 1. Òðîå ïóòíèêîâ ïîäîøëè ê øèðîêîé ðåêå, ó áåðåãà êîòîðîé èì óäà-
ëîñü íàéòè ñòàðûé ïëîò. Íàäïèñü íà ïëîòå ãëàñèò, ÷òî îí ìîæåò ïåðåâîçèòü
íå áîëåå 7 ïóäîâ çà ðàç. Êàê ïóòíèêàì ïåðåïðàâèòüñÿ ÷åðåç ðåêó, åñëè äâîå
èç íèõ âåñÿò ïî 3 ïóäà, à òðåòèé � 5 ïóäîâ?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äâîå ¾ë¼ãêèõ¿ ïóòíèêîâ ïåðåïðàâÿòñÿ íà âòîðîé áåðåã. Ïî-
òîì îäèí èç íèõ âåðí¼òñÿ ñ ïëîòîì. Äàëåå ¾òÿæ¼ëûé¿ ïóòíèê ïåðåïðàâèòñÿ
íà ïëîòó â îäèíî÷êó. Ïîñëå ýòîãî ¾ë¼ãêèé¿ ïóòíèê, îñòàâøèéñÿ íà âòîðîì áåðå-
ãó, ñìîæåò âåðíóòüñÿ íà èñõîäíûé áåðåã ñ ïëîòîì; è ýòî ïîçâîëèò îáîèì ë¼ãêèì
ïóòíèêàì îêîí÷àòåëüíî ïåðåïðàâèòüñÿ íà âòîðîé áåðåã.

Êðèòåðèè

7 á. Ëþáîé âåðíûé àëãîðèòì ïåðåïðàâû.

Çàäà÷à 2. Ïîåçä ñîñòîèò èç 20 âàãîíîâ, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî 20,
íà÷èíàÿ îò íà÷àëà ïîåçäà. Íåêîòîðûå âàãîíû ÿâëÿþòñÿ ïî÷òîâûìè. Èçâåñòíî,
÷òî

• âñåãî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ � ÷¼òíîå ÷èñëî;

• íîìåð áëèæàéøåãî ê íà÷àëó ïîåçäà ïî÷òîâîãî âàãîíà ðàâåí îáùåìó êîëè-
÷åñòâó ïî÷òîâûõ âàãîíîâ;

• íîìåð ïîñëåäíåãî ïî÷òîâîãî âàãîíà â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå êîëè÷åñòâà ïî÷-
òîâûõ âàãîíîâ;

• ëþáîé ïî÷òîâûé âàãîí ñöåïëåí õîòÿ áû ñ îäíèì äðóãèì ïî÷òîâûì âàãîíîì.

Íàéäèòå íîìåðà âñåõ ïî÷òîâûõ âàãîíîâ â ïîåçäå.

Îòâåò: 4, 5, 15, 16.

Ðåøåíèå. Íîìåð ïîñëåäíåãî ïî÷òîâîãî âàãîíà íå ìîæåò ïðåâûøàòü 20; êîëè÷å-
ñòâî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ýòîãî íîìåðà è ïîòîìó íå ïðåâû-
øàåò 5. Òàê êàê ïî÷òîâûõ âàãîíîâ ÷¼òíîå ÷èñëî, òî èõ âñåãî 2 èëè 4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ äâà. Òîãäà ïåðâûé èç íèõ èìååò íîìåð 2, à ïîñëåäíèé �
8. Íî îíè íå ñîñåäíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, ïî÷òîâûõ âàãîíîâ ÷åòûðå. Ïåðâûé èç íèõ èìååò íîìåð 4; åù¼ îäèí
ïî÷òîâûé âàãîí ñ íèì ñöåïëåí � îí ìîæåò èìåòü òîëüêî íîìåð 5. Ïîñëåäíèé
ïî÷òîâûé âàãîí èìååò íîìåð 16; ñöåïëåííûé ñ íèì � íîìåð 15.

Êðèòåðèè
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Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

3 á. Âåðíûé îòâåò.

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ íå ìîæåò áûòü 6 è áîëüøå.

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ íå ìîæåò áûòü 2.

Çàäà÷à 3. Ó Ë¼íè åñòü êàðòî÷êè ñ öèôðàìè îò 1 äî 7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ ñêëåèòü èç íèõ äâà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà (îäíà êàðòî÷êà íå áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ) òàê, ÷òîáû êàæäîå èõ íèõ äåëèëîñü íà 9?

Îòâåò: 36.

Ðåøåíèå. Ñóììà öèôð â êàæäîì ÷èñëå äåëèòñÿ íà 9, à çíà÷èò, è îáùàÿ ñóì-
ìà èñïîëüçîâàííûõ öèôð òîæå. Ñóììà âñåõ äàííûõ öèôð 1 + 2 + . . .+ 7 ðàâíà
28. Åñëè âûêèíóòü öèôðó 1, òî îñòàíåòñÿ 27, ÷òî äåëèòñÿ íà 9; ïðè âûêèäûâà-
íèè îñòàëüíûõ öèôð ïîëó÷èòü ñóììó, êðàòíóþ 9, íåëüçÿ. Çíà÷èò, èñïîëüçîâàíû
öèôðû 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà òð¼õ èç ýòèõ öèôð ðàâíà 2+3+4 =
9, à íàèáîëüøàÿ � 5+6+7 = 18. Äðóãèå ñóììû, êðàòíûå 9, ïîëó÷èòü íåëüçÿ; à
9 è 18 ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ïîëó÷àåòñÿ, îäíî ÷èñëî ñîñòîèò
èç öèôð 2, 3, 4, à âòîðîå � èç 5, 6, 7.

Åñòü øåñòü ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 2, 3, 4, è øåñòü ÷èñåë,
êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 5, 6, 7. Íàì ïîäõîäÿò âñåâîçìîæíûå ïàðû
ýòèõ ÷èñåë.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî öèôðà 1 íå èñïîëüçóåòñÿ.

3 á. Â ïðåäïîëîæåíèè (âîçìîæíî, íå îáîñíîâàííîì), ÷òî öèôðà 1 íå èñïîëüçó-
åòñÿ, äîêàçàíî, ÷òî îäíî ÷èñëî ñîñòîèò èç öèôð 2, 3, 4, à âòîðîå � 5, 6,
7.

1 á. Ïðåäûäóùåå íå äîêàçàíî, íî ñôîðìóëèðîâàíî.

2 á. Èìååòñÿ âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 4. Íà äîñêå ïî êðóãó íàïèñàíû ïÿòü ÷èñåë 2, 0, 1, 9, 0 â óêàçàííîì
ïîðÿäêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ïîñëåäíèé íîëü íàïèñàí ðÿäîì ñ ïåðâîé äâîéêîé).
Çà õîä ìåæäó ïàðàìè ñîñåäíèõ ÷èñåë âïèñûâàåòñÿ èõ ñóììà. Íàïðèìåð, òàêîå
ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë (ñïðàâà) áóäåò ïîñëå ïåðâîãî õîäà:
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Ñïóñòÿ 5 õîäîâ Ïîëèíà âû÷èñëèëà ñóììó âñåõ ÷èñåë îò ïåðâîãî íóëÿ (òîãî,
êîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíî áûë ìåæäó 2 è 1) äî âòîðîãî íóëÿ (òîãî, êîòîðûé ïåð-
âîíà÷àëüíî áûë ìåæäó 9 è 2) ïðè îáõîäå êðóãà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à Àëèíà �
ñóììó âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë. ×åìó ðàâíÿåòñÿ ðàçíîñòü ÷èñåë Àëèíû è Ïîëèíû?

Îòâåò: 8 · 35 = 1944.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿþòñÿ ÷èñëà, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó ïåðâûì è âòî-
ðûì íóë¼ì (êîòîðûå â êîíöå ïîñ÷èòàåò Ïîëèíà). Íà î÷åðåäíîì õîäó êàæäîå
¾ñòàðîå¿ ÷èñëî âõîäèò â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî â äâà ¾íîâûõ¿ ÷èñëà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî åñëè âñå ¾íîâûå¿ ÷èñëà ñëîæèòü, òî êàæäîå ¾ñòàðîå¿ ÷èñëî îêàæåòñÿ
ïðîñóììèðîâàíî äâàæäû, òî åñòü ñóììà ¾íîâûõ¿ ÷èñåë â äâà ðàçà áîëüøå ñóì-
ìû ¾ñòàðûõ¿. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ñóììà ÷èñåë, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó ïåðâûì
è âòîðûì íóë¼ì, íà êàæäîì õîäó óòðàèâàåòñÿ.

Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ñ îñòàëüíûìè ÷èñëàìè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èõ
ðàçíîñòü èçíà÷àëüíî ðàâíà 8, è áóäåò óòðàèâàòüñÿ êàæäûé õîä. ×åðåç ïÿòü
õîäîâ îíà äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ 8 · 35 = 1944.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà îòðåçêå ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè óòðàèâàåòñÿ
íà êàæäîì õîäó.

3 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 5. Ó Èâàíà Öàðåâè÷à åñòü 10 çîëîòûõ ìîíåò. Îí çíàåò, ÷òî ñðåäè íèõ
åñòü 5 íàñòîÿùèõ è 5 ôàëüøèâûõ, íî íå óìååò èõ îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà. Êàê
èçâåñòíî, Áàáà ßãà óìååò îòëè÷àòü ôàëüøèâûå ìîíåòû îò íàñòîÿùèõ. Èâàí
äîãîâîðèëñÿ ñ Áàáîé ßãîé, ÷òî îí áóäåò ïîêàçûâàòü íà ëþáûå òðè ìîíåòû, à
îíà áóäåò âûáèðàòü äâå èç íèõ (Èâàí çíàåò, êàêèå ìîíåòû âûáèðàåò Áàáà ßãà)
è ãîâîðèòü, ñêîëüêî èç íèõ ôàëüøèâûõ. Ñìîæåò ëè Áàáà ßãà, ãîâîðÿ òîëüêî
ïðàâäó, ñäåëàòü òàê, ÷òîáû Èâàí íå ñìîã ðàñïîçíàòü âñå 5 ôàëüøèâûõ ìîíåò
çà 2020 âîïðîñîâ?

Îòâåò: äà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Áàáà ßãà âûáåðåò îäíó ôàëüøèâóþ ìîíåòó è îäíó íàñòîÿùóþ,
è íàçîâ¼ò èõ ñåêðåòíûìè. Òîãäà îíà ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû Èâàí íå óçíàë,

3



êàêàÿ èç íèõ êàêàÿ, ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Åñëè Èâàí ñïðàøèâàåò ïðî òðè ìîíåòû, ñðåäè êîòîðûõ îäíà ñåêðåòíàÿ, Áàáà
ßãà âûáåðåò äâå íåñåêðåòíûå ìîíåòû è ñêàæåò, ñêîëüêî ñðåäè íèõ ôàëüøèâûõ.
Åñëè Èâàí ñïðàøèâàåò ïðî òðè ìîíåòû, ñðåäè êîòîðûõ îáå ñåêðåòíûõ, Áàáà
ßãà âûáåðåò äâå ñåêðåòíûå ìîíåòû è îòâåòèò, ÷òî ñðåäè íèõ îäíà ôàëüøèâàÿ.
À åñëè Èâàí ñïðîñèò ïðî òðè ìîíåòû, ñðåäè êîòîðûõ ñåêðåòíûõ íåò, Áàáà ßãà
âûáåðåò äâå ïðîèçâîëüíûå èç íèõ è ñêàæåò, ñêîëüêî ñðåäè íèõ ôàëüøèâûõ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå ñåêðåòíûå ìîíåòû ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî îòâåòû Áàáû
ßãè íå èçìåíÿòñÿ. Çíà÷èò, ñ òî÷êè çðåíèÿ Èâàíà Öàðåâè÷à ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé
ïåðâàÿ ñåêðåòíàÿ ìîíåòà íàñòîÿùàÿ, è ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé îíà ôàëüøèâàÿ,
îñòàíóòñÿ âîçìîæíû, è èñêëþ÷èòü íè îäíó èç íèõ åìó íå óäàñòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî óãàäàòü âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû îí íå ñìîæåò.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

5 á. Ïðèâåä¼í âåðíûé àëãîðèòì äåéñòâèé Áàáû ßãè, íî ïî÷åìó îí ðàáîòàåò, íå î÷å-
âèäíî.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾äà¿.

Â ñëó÷àå, åñëè â ðåøåíèè ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì äåéñòâèé Áàáû ßãè, àíàëîãè÷íûé
îïèñàííîìó âûøå, áàëëû çà ñëåäóþùèå íåäî÷¼òû íå ñíèæàþòñÿ:

• Óêàçàíî, íî íå äîêàçàíî, ÷òî Èâàí íå ñìîæåò ðàçëè÷èòü ñåêðåòíûå ìîíåòû.

• Íå óêàçàíî, ÷òî äåëàåò Áàáà ßãà â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè òð¼õ ìîíåò ñåêðåòíûõ
íåò.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

7 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïîåçä ñîñòîèò èç 20 âàãîíîâ, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî 20,
íà÷èíàÿ îò íà÷àëà ïîåçäà. Íåêîòîðûå âàãîíû ÿâëÿþòñÿ ïî÷òîâûìè. Èçâåñòíî,
÷òî

• âñåãî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ � ÷¼òíîå ÷èñëî;

• íîìåð áëèæàéøåãî ê íà÷àëó ïîåçäà ïî÷òîâîãî âàãîíà ðàâåí îáùåìó êîëè-
÷åñòâó ïî÷òîâûõ âàãîíîâ;

• íîìåð ïîñëåäíåãî ïî÷òîâîãî âàãîíà â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå êîëè÷åñòâà ïî÷-
òîâûõ âàãîíîâ;

• ëþáîé ïî÷òîâûé âàãîí ñöåïëåí õîòÿ áû ñ îäíèì äðóãèì ïî÷òîâûì âàãîíîì.

Íàéäèòå íîìåðà âñåõ ïî÷òîâûõ âàãîíîâ â ïîåçäå.

Îòâåò: 4, 5, 15, 16.

Ðåøåíèå. Íîìåð ïîñëåäíåãî ïî÷òîâîãî âàãîíà íå ìîæåò ïðåâûøàòü 20; êîëè÷å-
ñòâî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ýòîãî íîìåðà è ïîòîìó íå ïðåâû-
øàåò 5. Òàê êàê ïî÷òîâûõ âàãîíîâ ÷¼òíîå ÷èñëî, òî èõ âñåãî 2 èëè 4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ äâà. Òîãäà ïåðâûé èç íèõ èìååò íîìåð 2, à ïîñëåäíèé �
8. Íî îíè íå ñîñåäíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, ïî÷òîâûõ âàãîíîâ ÷åòûðå. Ïåðâûé èç íèõ èìååò íîìåð 4; åù¼ îäèí
ïî÷òîâûé âàãîí ñ íèì ñöåïëåí � îí ìîæåò èìåòü òîëüêî íîìåð 5. Ïîñëåäíèé
ïî÷òîâûé âàãîí èìååò íîìåð 16; ñöåïëåííûé ñ íèì � íîìåð 15.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

3 á. Âåðíûé îòâåò.

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ íå ìîæåò áûòü 6 è áîëüøå.

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ íå ìîæåò áûòü 2.

Çàäà÷à 2. Ó Ë¼íè åñòü êàðòî÷êè ñ öèôðàìè îò 1 äî 7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ ñêëåèòü èç íèõ äâà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà (îäíà êàðòî÷êà íå áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ) òàê, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå äåëèëîñü íà 81, à ñóììà äåëèëàñü
íà 9?

Îòâåò: 36.
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Ðåøåíèå. Åñëè îäíî èç ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà 9, òî âòîðîå òîæå, òàê êàê èõ ñóììà
äåëèòñÿ íà 9. Íî òîãäà ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 81, ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 9.

Òîãäà ñóììà öèôð â êàæäîì ÷èñëå äåëèòñÿ íà 9, à çíà÷èò, è îáùàÿ ñóììà èñ-
ïîëüçîâàííûõ öèôð òîæå. Ñóììà âñåõ äàííûõ öèôð 1+2+. . .+7 ðàâíà 28. Åñëè
âûêèíóòü öèôðó 1, òî îñòàíåòñÿ 27, ÷òî äåëèòñÿ íà 9; ïðè âûêèäûâàíèè îñòàëü-
íûõ öèôð ïîëó÷èòü ñóììó, êðàòíóþ 9, íåëüçÿ. Çíà÷èò, èñïîëüçîâàíû öèôðû 2,
3, 4, 5, 6, 7.

Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà òð¼õ èç ýòèõ öèôð ðàâíà 2+3+4 =
9, à íàèáîëüøàÿ � 5+6+7 = 18. Äðóãèå ñóììû, êðàòíûå 9, ïîëó÷èòü íåëüçÿ; à
9 è 18 ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ïîëó÷àåòñÿ, îäíî ÷èñëî ñîñòîèò
èç öèôð 2, 3, 4, à âòîðîå � èç 5, 6, 7.

Åñòü øåñòü ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 2, 3, 4, è øåñòü ÷èñåë,
êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 5, 6, 7. Íàì ïîäõîäÿò âñåâîçìîæíûå ïàðû
ýòèõ ÷èñåë.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

1 á. Äîêàçàíî, ÷òî îáà ÷èñëà äîëæíû äåëèòñÿ íà 9.

2 á. Â ïðåäïîëîæåíèè (âîçìîæíî, íå îáîñíîâàííîì), ÷òî îáà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 9,
äîêàçàíî, ÷òî öèôðà 1 íå èñïîëüçóåòñÿ.

3 á. Â ïðåäïîëîæåíèè (âîçìîæíî, íå îáîñíîâàííîì), ÷òî îáà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 9
è öèôðà 1 íå èñïîëüçóåòñÿ, äîêàçàíî, ÷òî îäíî ÷èñëî ñîñòîèò èç öèôð 2, 3,
4, à âòîðîå � 5, 6, 7.

1 á. Ïðåäûäóùåå íå äîêàçàíî, íî ñôîðìóëèðîâàíî.

1 á. Èìååòñÿ âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 3. Ó êâàäðàòà 5× 5 åñòü 5 ñòîëáöîâ, 5 ñòðîê è 18 äèàãîíàëåé, âêëþ÷àÿ
äèàãîíàëè äëèíû îäèí. Â êàæäîé êëåòêå ýòîãî êâàäðàòà Âîâà íàïèñàë ÷èñëî
1, 3, 5 èëè 7, à Ë¼øà ïîñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë ïî êàæäîìó ñòîëáöó, ñòðîêå è
äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ Ë¼øåé ñóìì åñòü õîòÿ áû äâå
ðàâíûå.

Ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêó, ñòîëáåö èëè äèàãîíàëü, âäîëü êîòîðîé Àí-
äðåé ñóììèðîâàë ÷èñëà, ëèíèåé. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî åñòü 20 ëèíèé, ñîñòîÿùèõ
èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà êëåòîê (ïî 5 ëèíèé êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ). Òàê êàê âñå ÷èñ-
ëà â òàáëèöå íå÷¼òíû, òî è âñå ñóììû â ýòèõ ëèíèÿõ íå÷¼òíû. Ïðè ýòîì îíè
íå ìîãóò ïðåâûøàòü 5·7 = 35. Íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî 35 âñåãî (35−1)/2+1 = 18.
Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â êàêèõ-òî äâóõ ëèíèÿõ îêàæåòñÿ îäíî è òî æå
÷èñëî.
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Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

1 á. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê èëè òîëüêî
íå÷¼òíûõ ñóìì èëè ñóìì ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê ðîâíî 20, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî âîçìîæíûõ íå÷¼òíûõ ñóìì âñåãî 18, íî äàëüíåéøèõ ïðîäâèæå-
íèé íåò.

Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíà
áèññåêòðèñà BL. Íà îòðåçêå BC âûáðàíà òî÷êà E, à íà îòðåçêå CL � òî÷êà D
òàê, ÷òî ∠LDE = 90◦, AL = DE. Äîêàæèòå, ÷òî AB = LD +BE.

𝐴

𝐵

𝐶𝐿

𝐸

𝐷

𝐴′

Ðèñ. 1: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

Ðåøåíèå. Îòìåòèì íà ñòîðîíå BC òî÷êó A′ òàêóþ, ÷òî BA′ = BA, êàê íà ðèñ. 1.
Çàìåòèì, ÷òî ìû ñâåëè çàäà÷ó ê A′B = LD +BE, ÷òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ýêâè-
âàëåíòíî EA′ = LD (òî, ÷òî òî÷êà A′ íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåæäó B è E, áóäåò
ñëåäîâàòü èç äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé).

Òðåóãîëüíèêè BAL è BA′L ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè (BL =
BL, BA = BA′, ∠ABL = ∠A′BL). Îòñþäà ïîëó÷àåì A′L = AL = ED (ýòî,
â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò A′ äî AC ìåíüøå ED, è A′ íå ìîæåò
îêàçàòüñÿ íà îòðåçêå BE) è ∠LA′B = 90◦.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè EA′L è LDE ïðÿìîóãîëüíûå è ðàâíûå, òàê
êàê ó íèõ îáùàÿ ãèïîòåíóçà LD è ðàâíûå êàòåòû ED è A′L. Ýòî äàåò òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî EA′ = LD.

Çàìå÷àíèå. Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî âìåñòî ýòîãî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêîâ LA′C è EDC ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü öåïî÷êó ðàâåíñòâ AB = A′B = BC−A′C = (BC−EC)+(EC−
A′C) = BE + (LC −DC) = BE + LD.
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Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

2 á. Åñòü èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè A′ (ñäåëàíî îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî áèññåêòðè-
ñû èëè îòëîæåí îòðåçîê BA íà ãèïîòåíóçå).

Çàäà÷à 5. Øåñòü ìàëü÷èêîâ è øåñòü äåâî÷åê âñòàëè â êðóã, ÷åðåäóÿñü. Êàæ-
äûé èç íèõ íàïèñàë â ñâîåì áëîêíîòå íåíóëåâîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå
÷èñëî, íàïèñàííîå ìàëü÷èêîì, ðàâíî ñóììå ÷èñåë, íàïèñàííûõ ðÿäîì ñòîÿùèìè
äåâî÷êàìè, à êàæäîå ÷èñëî, íàïèñàííîå äåâî÷êîé, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë,
íàïèñàííûõ ðÿäîì ñòîÿùèìè ìàëü÷èêàìè. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììà âñåõ
äâåíàäöàòè ÷èñåë?

Îòâåò: 4,5

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûõ ïÿòåðûõ ÷åëîâåê, ñòîÿùèõ ïî êðóãó ïîäðÿä,
êðàéíèå èç êîòîðûõ � ìàëü÷èêè. Ïóñòü èõ ÷èñëà ðàâíû x, xy, y, yz, z. Òîãäà
y = xy + yz. Òàê êàê y 6= 0, íà íåãî ìîæíî ñîêðàòèòü, ïîëó÷èâ x + z = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñêàçàííûõ ìàëü÷èêàìè, ñòîÿùèìè
÷åðåç òðîèõ, ðàâíà 1.

Ïóñòü ìàëü÷èêè ñêàçàëè ÷èñëà a1, a2, . . . , a6 (â ýòîì ïîðÿäêå ïî êðóãó). Òîãäà

1 = a1 + a3 = a2 + a4 = . . . = a5 + a1 = a6 + a2 .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

6 = (a1 + a3) + (a2 + a4) + . . .+ (a5 + a1) + (a6 + a2) = 2(a1 + a2 + . . .+ a6) ,

îòêóäà ñóììà âñåõ ÷èñåë ìàëü÷èêîâ ðàâíà 3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ÷èñåë ìàëü÷èêîâ â äâà ðàçà áîëüøå ñóììû ÷èñåë âñåõ
äåâî÷åê, âåäü ÷èñëî êàæäîé äåâî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì äëÿ äâóõ ìàëü÷èêîâ.
Çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë äåâî÷åê ðàâíà 1,5. Îáùàÿ ñóììà òîãäà ðàâíà 4,5.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíà: âñå ìàëü÷èêè
ìîãóò íàïèñàòü ÷èñëî 1

2 , à âñå äåâî÷êè � ÷èñëî 1
4 .

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

7 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî 4,5, íî íå ïðèâåä¼í ïðèìåð
äîïóñòèìîé ðàññòàíîâêè ÷èñåë.

1 á. Óêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë äåâî÷åê â äâà ðàçà ìåíüøå ñóììû ÷èñåë ìàëü÷è-
êîâ.
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3 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë ìàëü÷èêîâ, ñòîÿùèõ ¾÷åðåç òðè¿, ðàâíà 1.

0 á. Âåðíûé îòâåò.

1 á. Âåðíûé ïðèìåð ðàññòàíîâêè ÷èñåë.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

8 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïðî äâà íåíóëåâûõ ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî

a2 +
b3

a
= b2 +

a3

b
.

Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëà a è b ðàâíû?

Îòâåò: íåò

Ðåøåíèå. Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè a = −b, íàïðèìåð, ïðè a = 1 è b = −1.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a = b èëè a =
−b. Äåéñòâèòåëüíî, äîìíîæèâ åãî íà a/b3 è îáîçíà÷èâ a/b = λ, ïîëó÷èì λ3 +
1 = λ + λ4. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó λ4 − λ3 + λ − 1 = 0, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè: (λ−1)(λ+1)(λ2−λ+1) = 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
λ = ±1 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
a = ±b.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð
ðàçëè÷íûõ a è b, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, èëè óêàçàòü, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò ïðè a = −b.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾íåò¿.

Çàäà÷à 2. Ó êâàäðàòà 5× 5 åñòü 5 ñòîëáöîâ, 5 ñòðîê è 18 äèàãîíàëåé, âêëþ÷àÿ
äèàãîíàëè äëèíû îäèí. Â êàæäîé êëåòêå ýòîãî êâàäðàòà Âîâà íàïèñàë ÷èñëî
1, 3, 5 èëè 7, à Ë¼øà ïîñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë ïî êàæäîìó ñòîëáöó, ñòðîêå è
äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ Ë¼øåé ñóìì åñòü õîòÿ áû äâå
ðàâíûå.

Ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêó, ñòîëáåö èëè äèàãîíàëü, âäîëü êîòîðîé Àí-
äðåé ñóììèðîâàë ÷èñëà, ëèíèåé. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî åñòü 20 ëèíèé, ñîñòîÿùèõ
èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà êëåòîê (ïî 5 ëèíèé êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ). Òàê êàê âñå ÷èñ-
ëà â òàáëèöå íå÷¼òíû, òî è âñå ñóììû â ýòèõ ëèíèÿõ íå÷¼òíû. Ïðè ýòîì îíè
íå ìîãóò ïðåâûøàòü 5·7 = 35. Íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî 35 âñåãî (35−1)/2+1 = 18.
Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â êàêèõ-òî äâóõ ëèíèÿõ îêàæåòñÿ îäíî è òî æå
÷èñëî.

Êðèòåðèè
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Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

1 á. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê èëè òîëüêî
íå÷¼òíûõ ñóìì èëè ñóìì ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê ðîâíî 20, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî âîçìîæíûõ íå÷¼òíûõ ñóìì âñåãî 18, íî äàëüíåéøèõ ïðîäâèæå-
íèé íåò.

Çàäà÷à 3. Äîäñîí, Óèëüÿìñ è èõ êîíü Áîëèâàð õîòÿò êàê ìîæíî áûñòðåå äî-
áðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Á. Âäîëü äîðîãè ñòîÿò 27 òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ,
êîòîðûå äåëÿò âåñü ïóòü íà 28 îäèíàêîâûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïðîìåæóòîê ìåæäó
ñòîëáàìè Äîäñîí ïðåîäîëåâàåò ïåøêîì çà 9 ìèíóò, Óèëüÿìñ � çà 11 ìèíóò, à
âåðõîì íà Áîëèâàðå ëþáîé èç íèõ ïðåîäîëåâàåò ýòî ðàññòîÿíèå çà 3 ìèíóòû
(Áîëèâàð íå âûäåðæèò äâîèõ). Îíè âûäâèãàþòñÿ èç ãîðîäà À îäíîâðåìåííî;
ïóòåøåñòâèå ñ÷èòàåòñÿ îêîí÷åííûì, êîãäà âñå îêàæóòñÿ â ãîðîäå Á.

Äðóçüÿ äîãîâîðèëèñü, ÷òî ÷àñòü ïóòè Äîäñîí ïðîåäåò âåðõîì, çàòåì ïðèâÿæåò
Áîëèâàðà ó îäíîãî èç òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ è äàëåå ïîéä¼ò ïåøêîì, à Óèëüÿìñ
ïåðâîíà÷àëüíî áóäåò èäòè ïåøêîì, à çàòåì ïîåäåò âåðõîì íà Áîëèâàðå. Ó êàêîãî
ñòîëáà Äîäñîíó íàäî ïðèâÿçàòü Áîëèâàðà, ÷òîáû îíè ïðåîäîëåëè ïóòü äî ãîðîäà
Á êàê ìîæíî áûñòðåå?

Îòâåò: ó 12-ãî, ñ÷èòàÿ îò À.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà åäèíèöó, à âðåìÿ áóäåì èçìåðÿòü
â ìèíóòàõ. Òîãäà ñêîðîñòü Äîäñîíà ðàâíà 1/9, ñêîðîñòü Óèëüÿìñà � 1/11, à
ñêîðîñòü Áîëèâàðà � 1/3.

Ïóñòü èñêîìûé ñòîëá èìååò íîìåð k (òî åñòü ðàññòîÿíèå îò ãîðîäà À ðàâíî
k/28). Òîãäà Äîäñîí äîáåðåòñÿ çà âðåìÿ

k

28
:
1

3
+

28− k
28

:
1

9
= 9− 6k

28
,

à Óèëüÿìñ çà
k

28
:
1

11
+

28− k
28

:
1

3
= 3 +

8k

28
.

Íàéä¼ì k, ïðè êîòîðîì ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò:

9− 6k

28
= 3 +

8k

28
⇔ 6 · 28 = 14k ⇔ k = 12 .
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Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó k = 12 äà¼ò íàèëó÷øåå âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
ìåíüøèõ k óâåëè÷èòñÿ âðåìÿ Äîäñîíà, à ïðè á�îëüøèõ � âðåìÿ Óèëüÿìñà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè âñåõ îñòàëüíûõ k âðåìÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ïåðñîíàæåé áóäåò
áîëüøå, ÷åì ïðè k = 12.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Íàéäåíî ïîëîæåíèå ñòîëáà, ïðè êîòîðîì âðåìÿ ïåðñîíàæåé ñîâïàäàåò, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî ýòî íàèëó÷øåå âðåìÿ.

2 á. Èìååòñÿ èäåÿ ïðèðàâíÿòü âðåìÿ ïåðñîíàæåé, íî äîïóùåíà îøèáêà ïðè ñî-
ñòàâëåíèè èëè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ.

1 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC c ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíà
âûñîòà AH. Íà ïðîäîëæåíèè ãèïîòåíóçû BC çà òî÷êó C íàøëàñü òî÷êà X
òàêàÿ, ÷òî

HX =
BH + CX

3
.

Äîêàæèòå, ÷òî 2∠ABC = ∠AXC.

𝐴 𝐵

𝐶 𝐻
𝑋

𝑀

Ðèñ. 2: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

Ðåøåíèå. Çàìåòèâ, ÷òî CX = HX − CH, äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê 3HX = BH + (HX − CH), èëè HX = 1

2 (BH − CH).

ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà HX = 1
2 (BH−CH) ïîëîæèòåëüíà. Îêàçûâàåòñÿ, îíà ðàâíà

ðàññòîÿíèþ îòH äî ñåðåäèíû BC, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì çàM . Äåéñòâèòåëüíî,

HM = |CM − CH| =
∣∣ 1
2 (BH + CH)− CH

∣∣ = ∣∣ 1
2 (BH − CH)

∣∣ = 1
2 (BH − CH) .

Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê ïîñòðîèòü òî÷êóX äðóãèì ñïîñîáîì: ïðîñòî îòëîæèì îòðå-
çîêHM â äðóãóþ ñòîðîíó îò òî÷êèH (ðèñ. 2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê
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MAX ðàâíîáåäðåííûé (åãî âûñîòà AH ÿâëÿåòñÿ è ìåäèàíîé). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü òåì, ÷òî òðåóãîëüíèê AMB òàêæå ðàâíîáåäðåííûé (ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû,
ïðîâåä¼ííîé ê ãèïîòåíóçå), ïîëó÷àåì

∠AXC = ∠AMH = ∠ABM + ∠BAM = 2∠ABM .

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ.

Çàäà÷à 5. Â êëåòêàõ øàõìàòíîé äîñêè 8× 8 ñòîÿò 8 áåëûõ è 8 ÷¼ðíûõ ôèøåê
òàê, ÷òî íèêàêèå äâå ôèøêè íå ñòîÿò â îäíîé êëåòêå. Êðîìå òîãî, íè â îäíîì
ñòîëáöå è íè â îäíîé ñòðîêå íå ñòîÿò îäíîöâåòíûå ôèøêè. Äëÿ êàæäîé áåëîé
ôèøêè ïîñ÷èòàëè ðàññòîÿíèå äî ÷¼ðíîé ôèøêè, ñòîÿùåé ñ íåé â îäíîì ñòîëá-
öå. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ýòèõ ðàññòîÿíèé? Ðàñ-
ñòîÿíèåì ìåæäó ôèøêàìè áóäåì ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êëåòîê,
êîòîðûå îíè çàíèìàþò.

Îòâåò: 32

Ðåøåíèå. Ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ ôèøåê, ïðè êîòîðîì ñóììà ðàññòîÿíèé ðàâíà
32, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå:

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 32 ñóììà ðàññòîÿíèé áûòü íå ìîæåò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàññòàíîâêó ôèøåê, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ. Ïóñòü S �
ýòî ñóììà ðàññòîÿíèé, óêàçàííûõ â óñëîâèè.

Ïóñòü â i-ì ñòîëáöå áåëàÿ è ÷¼ðíàÿ ôèøêà íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñòðîêàõ
ai è bi. Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè:

|ai − bi| = |(ai − 4,5)− (bi − 4,5)| 6 |ai − 4,5|+ |bi − 4,5|

(ïî ñóòè ýòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ òî÷åê ai, bi è 4,5 íà ïðÿìîé).

Ïðîñóììèðîâàâ ýòó îöåíêó äëÿ âñåõ ðàçíîñòåé |ai − bi|, ïîëó÷èì

S 6 |a1 − 4,5|+ |a2 − 4,5|+ . . .+ |a8 − 4,5|+ |b1 − 4,5|+ |b2 − 4,5|+ . . .+ |b8 − 4,5| .
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Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ôèøåê, òàê êàê ÷èñëà
ai, 0 6 i 6 8, ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë îò 1 äî 8. Àíàëîãè÷íî
ñ bi. Èìååì

S 6 |1− 4,5|+ |2− 4,5|+ . . .+ |8− 4,5|+ |1− 4,5|+ |2− 4,5|+ . . .+ |8− 4,5| =
= 2 · (3,5 + 2,5 + 1,5 + 0,5 + 0,5 + 1,5 + 2,5 + 3,5) = 32 .

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè íåòðóäíî ïîíÿòü, êàê óñòðîåí ëþáîé ïðè-
ìåð ñ íóæíîé ñóììîé ðàññòîÿíèé: â êàæäîì ñòîëáöå ôèøêà îäíîãî öâåòà íàõî-
äèòñÿ â âåðõíåé ïîëîâèíå, à ôèøêà äðóãîãî öâåòà � â íèæíåé. Â èíîì ñëó÷àå
ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà íå áóäåò äîñòèãàòüñÿ.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

6 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé íå ìîæåò ïðåâûøàòü 32.

Åñëè ðåøåíèå íåîáîñíîâàííî ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ¾îïòèìàëüíîìó¿ ñëó-
÷àþ èëè êëàññó ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, áåçäîêàçàòåëüíî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â êàæ-
äîì ñòîëáöå ÷¼ðíàÿ è áåëàÿ ôèøêè äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ðàçíûõ ïîëîâè-
íàõ ñòîëáöà), òî áàëëû çà ýòó ÷àñòü íå ñòàâÿòñÿ.

1 á. Ïðèâåä¼í ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ ôèøåê, ñóììà ðàññòîÿíèé â êîòîðîì ðàâíà
32.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïðî äâà íåíóëåâûõ ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî

a2 +
b3

a
= b2 +

a3

b
.

Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëà a è b ðàâíû?

Îòâåò: íåò

Ðåøåíèå. Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè a = −b, íàïðèìåð, ïðè a = 1 è b = −1.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a = b èëè a =
−b. Äåéñòâèòåëüíî, äîìíîæèâ åãî íà a/b3 è îáîçíà÷èâ a/b = λ, ïîëó÷èì λ3 +
1 = λ + λ4. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó λ4 − λ3 + λ − 1 = 0, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè: (λ−1)(λ+1)(λ2−λ+1) = 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
λ = ±1 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
a = ±b.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð
ðàçëè÷íûõ a è b, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, èëè óêàçàòü, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò ïðè a = −b.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾íåò¿.

Çàäà÷à 2. Äîäñîí, Óèëüÿìñ è èõ êîíü Áîëèâàð õîòÿò êàê ìîæíî áûñòðåå äî-
áðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Á. Âäîëü äîðîãè ñòîÿò 27 òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ,
êîòîðûå äåëÿò âåñü ïóòü íà 28 îäèíàêîâûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïðîìåæóòîê ìåæäó
ñòîëáàìè Äîäñîí ïðåîäîëåâàåò ïåøêîì çà 9 ìèíóò, Óèëüÿìñ � çà 11 ìèíóò, à
âåðõîì íà Áîëèâàðå ëþáîé èç íèõ ïðåîäîëåâàåò ýòî ðàññòîÿíèå çà 3 ìèíóòû
(Áîëèâàð íå âûäåðæèò äâîèõ). Îíè âûäâèãàþòñÿ èç ãîðîäà À îäíîâðåìåííî;
ïóòåøåñòâèå ñ÷èòàåòñÿ îêîí÷åííûì, êîãäà âñå îêàæóòñÿ â ãîðîäå Á.

Äðóçüÿ äîãîâîðèëèñü, ÷òî ÷àñòü ïóòè Äîäñîí ïðîåäåò âåðõîì, çàòåì ïðèâÿæåò
Áîëèâàðà ó îäíîãî èç òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ è äàëåå ïîéä¼ò ïåøêîì, à Óèëüÿìñ
ïåðâîíà÷àëüíî áóäåò èäòè ïåøêîì, à çàòåì ïîåäåò âåðõîì íà Áîëèâàðå. Ó êàêîãî
ñòîëáà Äîäñîíó íàäî ïðèâÿçàòü Áîëèâàðà, ÷òîáû îíè ïðåîäîëåëè ïóòü äî ãîðîäà
Á êàê ìîæíî áûñòðåå?

Îòâåò: ó 12-ãî, ñ÷èòàÿ îò À.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåì ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà åäèíèöó, à âðåìÿ áóäåò èçìåðÿòü
â ìèíóòàõ. Òîãäà ñêîðîñòü Äîäñîíà ðàâíà 1/9, ñêîðîñòü Óèëüÿìñà � 1/11, à
ñêîðîñòü Áîëèâàðà � 1/3.

Ïóñòü èñêîìûé ñòîëá èìååò íîìåð k (òî åñòü ðàññòîÿíèå îò ãîðîäà À ðàâíî
k/28). Òîãäà Äîäñîí äîáåðåòñÿ çà âðåìÿ

k

28
:
1

3
+

28− k
28

:
1

9
= 9− 6k

28
,

à Óèëüÿìñ çà
k

28
:
1

11
+

28− k
28

:
1

3
= 3 +

8k

28
.

Íàéä¼ì k, ïðè êîòîðîì ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò:

9− 6k

28
= 3 +

8k

28
⇔ 6 · 28 = 14k ⇔ k = 12 .

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó k = 12 äà¼ò íàèëó÷øåå âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
ìåíüøèõ k óâåëè÷èòñÿ âðåìÿ Äîäñîíà, à ïðè á�îëüøèõ � âðåìÿ Óèëüÿìñà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè âñåõ îñòàëüíûõ k âðåìÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ïåðñîíàæåé áóäåò
áîëüøå, ÷åì ïðè k = 12.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Íàéäåíî ïîëîæåíèå ñòîëáà, ïðè êîòîðîì âðåìÿ ïåðñîíàæåé ñîâïàäàåò, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî ýòî íàèëó÷øåå âðåìÿ.

2 á. Èìååòñÿ èäåÿ ïðèðàâíÿòü âðåìÿ ïåðñîíàæåé, íî äîïóùåíà îøèáêà ïðè ñî-
ñòàâëåíèè èëè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ.

1 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëàìè ∠A = 35◦, ∠B = 20◦ è ∠C = 125◦

îòìå÷åí öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � òî÷êà O. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O, A,
B, C ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ðàç óãîë C òðåóãîëüíèêà òóïîé, òî òî÷êè C è O ëåæàò
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AB (ðèñ. 3). Öåíòðàëüíûé óãîë BOA, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âïèñàííîìó óãëó BCA, ðàâåí 250◦; âíóòðåííèé óãîë BOA èíòåðåñó-
þùåãî íàñ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äîïîëíÿåò åãî äî 360◦ è ðàâåí 110◦.

Òàê êàê òðåóãîëüíèê BOA ðàâíîáåäðåííûé, óãëû ABO è BAO ðàâíû ïî 90◦ −
110◦

2 = 35◦. Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óãëû CAB è ABO ðàâíû ïî 35◦ è
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𝐴 𝐵

𝐶

𝑂

35∘ 20∘

110∘

Ðèñ. 3: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3

ÿâëÿþòñÿ íàêðåñò ëåæàùèìè ïðè ïðÿìûõ CA è BO è ñåêóùåé AB, òî åñòü
ïðÿìûå CA è BO ïàðàëëåëüíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëû CBA è BAO íå ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå CB
è AO íå ïàðàëëåëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî OACB � òðàïåöèÿ (è íå ïàðàëëåëî-
ãðàìì).

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ.

Çà îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî OACB íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì,
áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.

Çàäà÷à 4. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2019-óãîëüíèêà ðàññòàâèëè ÷èñëà òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèíàõ ðàâíà 300. Èçâåñòíî, ÷òî
â 19-é âåðøèíå ñòîèò ÷èñëî 19, à â 20-é � ÷èñëî 20. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â 2019-é
âåðøèíå?

Îòâåò: 61.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà â âåðøèíàõ çà x1, x2, . . . , x2019. Òàê êàê ñóììà ëþ-
áûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë îäèíàêîâàÿ, òî ÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç 8 äðóãèõ,
ðàâíû. Îòñþäà x1 = x10 = x19 = . . . = x1+9k = . . .. Òàê êàê 2019 íå äåëèòñÿ íà 9,
íî äåëèòñÿ íà 3, òî ïðè ïðîäîëæåíèè ýòîé öåïî÷êè ïî öèêëó â íå¼ âîéäóò âñå
÷èñëà âèäà x3k+1. Àíàëîãè÷íûå öåïî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü îò ÷èñåë x2 è x3.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà 3, ðàâíû.

Òàê êàê êàæäàÿ äåâÿòêà ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ñîäåðæèò òðè íàáîðà âåðøèí
ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 3, òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîì òàêîì íàáîðå
ðàâíà 100. Çàìåòèì, ÷òî 19 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, 20 äà¼ò îñòàòîê 2,
à 2019 äà¼ò îñòàòîê 0, ïîýòîìó ÷èñëî, çàïèñàííîå â âåðøèíå 2019, ðàâíî 100 −
19− 20 = 61.
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Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 2, ðàâíû.

1 á. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 8, ðàâíû.

Çàäà÷à 5. Ïðè äâîðå ñëóæàò 50 ìóøêåò¼ðîâ. Êàæäûé äåíü îíè ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû è ïðîâîäÿò òðåíèðîâî÷íûå ïîåäèíêè. Âåðíî ëè, ÷òî ñïóñòÿ 24 äíÿ
íàéäóòñÿ òðè ìóøêåò¼ðà, êîòîðûå íå ó÷àñòâîâàëè â òðåíèðîâî÷íûõ ïîåäèíêàõ
äðóã ñ äðóãîì?

Îòâåò: äà, íàéäóòñÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïóñòü òàêîé òðîéêè ìóøêåò¼ðîâ íå íàé-
äåòñÿ.

Âûäåëèì îäíîãî ìóøêåò¼ðà, ïóñòü åãî çîâóò Ïåòÿ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, îí âñòó-
ïàë â ïîåäèíêè íå áîëåå ÷åì ñ 24 äðóãèìè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èç 25 ìóø-
êåò¼ðîâ, ñ êîòîðûìè îí íå âñòóïàë â ïîåäèíêè (åñëè èõ áîëüøå, ÷àñòü óáåð¼ì
èç ðàññìîòðåíèÿ), è ïîêðàñèì èõ â ñèíèé öâåò.

Ñðåäè ñèíèõ ìóøêåò¼ðîâ ëþáûå äâà äîëæíû áûëè âñòðå÷àòüñÿ â ïîåäèíêå, èíà-
÷å âìåñòå ñ Ïåòåé îíè îáðàçóþò èñêîìóþ òðîéêó. Ïîëó÷àåòñÿ, êàæäûé èç ñèíèõ
ìóøêåò¼ðîâ ïðîâ¼ë ïî ïîåäèíêó ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ ñèíèõ, à ñ äðóãèìè
ìóøêåò¼ðàìè íå ïðîâîäèë, âåäü âñåãî ïîåäèíêîâ ó íåãî òîëüêî 24.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äåíü, â êîòîðûé ïðîõîäèëè ïîåäèíêè. Ñèíèå
ìóøêåò¼ðû â ýòîò äåíü äîëæíû ðàçáèòüñÿ íà ïàðû ìåæäó ñîáîé, âåäü íè ñ êåì
áîëüøå îíè â ïîåäèíêè íå âñòóïàëè. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èõ íå÷¼òíîå
÷èñëî.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

3 á. Ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî ìóøêåò¼ðîâ, ñ êîòîðûìè íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé
ìóøêåò¼ð íå âñòóïàë â ïîåäèíêè, è óêàçàíî, ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå âñå âñòó-
ïàëè äðóã ñ äðóãîì â ïîåäèíêè.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾äà¿.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå òàêèå äâà ÷èñëà a è b, ÷òî b ïîëó÷àåòñÿ èç a ïåðåñòàíîâêîé
öèôð, ïðè÷¼ì a− b ñîñòîèò òîëüêî èç öèôð 1.

Îòâåò: íàïðèìåð, 234567809 è 345678920.

Êðèòåðèè

Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ.

Çàäà÷à 2. Â òàáëèöå 3×3 ðàññòàâèëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûå) òàê, ÷òî ñóììû âî âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ïîëó÷èëèñü ðàçëè÷íûìè.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå?

Îòâåò: 17.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöå ñóììà ÷èñåë íå ìåíüøå 3.
Òîãäà óäâîåííàÿ ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå, ðàâíàÿ ñóììå ñóìì ÷èñåë â ñòðî-
êàõ è ñòîëáöàõ, íå ìåíüøå 3 + 4 + . . . + 8 = 33, ïîýòîìó ïðîñòî ñóììà ÷èñåë
â òàáëèöå íå ìåíüøå 17.

Ïðèìåð òàáëèöû ñ ñóììîé 17:

1 1 1

1 2 2

2 3 4

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå íå ìåíüøå 17.

3 á. Ïðèâåä¼í ïðèìåð òàáëèöû ñ ñóììîé 17.

Çàäà÷à 3. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2019-óãîëüíèêà ðàññòàâèëè ÷èñëà òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèíàõ ðàâíà 300. Èçâåñòíî, ÷òî
â 19-é âåðøèíå ñòîèò ÷èñëî 19, à â 20-é � ÷èñëî 20. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â 2019-é
âåðøèíå?

Îòâåò: 61.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà â âåðøèíàõ çà x1, x2, . . . , x2019. Òàê êàê ñóììà ëþ-
áûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë îäèíàêîâàÿ, òî ÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç 8 äðóãèõ,
ðàâíû. Îòñþäà x1 = x10 = x19 = . . . = x1+9k = . . .. Òàê êàê 2019 íå äåëèòñÿ íà 9,
íî äåëèòñÿ íà 3, òî ïðè ïðîäîëæåíèè ýòîé öåïî÷êè ïî öèêëó â íå¼ âîéäóò âñå
÷èñëà âèäà x3k+1. Àíàëîãè÷íûå öåïî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü îò ÷èñåë x2 è x3.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà 3, ðàâíû.

Òàê êàê êàæäàÿ äåâÿòêà ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ñîäåðæèò òðè íàáîðà âåðøèí
ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 3, òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîì òàêîì íàáîðå
ðàâíà 100. Çàìåòèì, ÷òî 19 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, 20 äà¼ò îñòàòîê 2,
à 2019 äà¼ò îñòàòîê 0, ïîýòîìó ÷èñëî, çàïèñàííîå â âåðøèíå 2019, ðàâíî 100 −
19− 20 = 61.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 2, ðàâíû.

1 á. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 8, ðàâíû.

Çàäà÷à 4. Ó Ïîëèêàðïà åñòü 2 êîðîáêè, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ëåæèò n ìîíåò, à
âòîðàÿ ïóñòàÿ. Çà îäèí õîä îí ìîæåò ëèáî ïåðåëîæèòü îäíó ìîíåòó èç ïåðâîé
êîðîáêè âî âòîðóþ, ëèáî óáðàòü èç ïåðâîé êîðîáêè ðîâíî k ìîíåò, ãäå k �
êîëè÷åñòâî ìîíåò âî âòîðîé êîðîáêå. Ïðè êàêèõ n Ïîëèêàðï ìîæåò ñäåëàòü
ïåðâóþ êîðîáêó ïóñòîé íå áîëåå ÷åì çà 10 õîäîâ?

Îòâåò: ïðè n îò 0 äî 30 âêëþ÷èòåëüíî.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì õîä, ïðè êîòîðîì ïåðåêëàäûâàåòñÿ îäíà ìîíåòà èç ïåðâîé
êîðîáêè âî âòîðóþ, õîäîì ïåðâîãî òèïà, à õîä, ïðè êîòîðîì ìîíåòû óáèðàþòñÿ
èç ïåðâîé êîðîáêè � õîäîì âòîðîãî òèïà. Ïóñòü âñåãî áûëî ñäåëàíî x õîäîâ
ïåðâîãî òèïà è y õîäîâ âòîðîãî òèïà. Òîãäà âî âòîðîé êîðîáêå íå áîëüøå x ìîíåò.
Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè õîäîâ âòîðîãî òèïà ìû çàáåð¼ì èç ïåðâîé êîðîáêè
íå áîëåå xy ìîíåò, çíà÷èò, â ñóììå çàáåð¼ì íå áîëåå x + xy ìîíåò. Òàê êàê
x+ y 6 10, òî

x+ xy 6 x+ x(10− x) = −x2 + 11x .

Ïðè öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ x ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷-
êàõ x = 5 è x = 6 è ðàâåí 5 ·6 = 30. Òàêèì îáðàçîì, n 6 30. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå
n 6 30 ïîäõîäèò.

Åñëè ñäåëàòü 5 õîäîâ ïåðâîãî òèïà, à ïîñëå ýòîãî 5 õîäîâ âòîðîãî òèïà, òî ìû
óáåð¼ì èç ïåðâîé êîðîáêè ðîâíî 30 ìîíåò. Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 1 è
2, ãäå 1 îáîçíà÷àåò õîä ïåðâîãî òèïà, à 2 � õîä âòîðîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
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â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåíÿòü ñîñåäíþþ ïàðó 12 íà ïàðó 21, òî èòîãîâîå
êîëè÷åñòâî ìîíåò, èçâëå÷¼ííûõ èç ïåðâîé êîðîáêè, óìåíüøèòñÿ íà 1. Òàê ìû
ìîæåì äåëàòü, ïîêà âñå 2 íå îêàæóòñÿ ñëåâà, à âñå 1 � ñïðàâà. Òåïåðü áóäåì
çàìåíÿòü 1 íà 2, è íà êàæäîì øàãå êîëè÷åñòâî èçâëå÷¼ííûõ ìîíåò ñ ïîìîùüþ
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé òîæå áóäåò óìåíüøàòüñÿ íà 1. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ëþáîãî n îò 0 äî 30 ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòü íóæíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Åñëè â ðåøåíèè n ñ÷èòàåòñÿ íàòóðàëüíûì, è â îòâåòå íå óïîìÿíóòî ÷èñëî 0,
òî áàëë íå ñíèæàåòñÿ.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî n íå ïðåâûøàåò 30, íî íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó âñå ìåíüøèå n
òîæå ïîäõîäÿò.

3 á. Îïèñàíû âñå ïðèìåðû äëÿ n îò 1 äî 30.

Çà ñëåäóþùóþ îøèáêó â ðåøåíèè, êîòîðîå â îñòàëüíîì ïîäõîäèò ïîä îäèí èç êðè-
òåðèåâ âûøå, ñíèæàåòñÿ áàëë:

−1 á. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ −x2+11x ïðè öåëûõ x íàéäåíî íåâåðíî
èç-çà àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè.

Çàäà÷à 5. Òî÷êà H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà G
òàêîâà, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABGH � ïàðàëëåëîãðàìì. Ïóñòü I � òàêàÿ òî÷êà
íà ïðÿìîé GH, ÷òî AC äåëèò HI ïîïîëàì. Ïðÿìàÿ AC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà GCI â òî÷êàõ C è J . Äîêàæèòå, ÷òî IJ = AH.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻
𝐺𝐼

𝐽

Ðèñ. 4: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 5

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ∠IJC = ∠CAH. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ìû ýòî óñòàíîâèì, òî ìîæíî áóäåò îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû II1 èHH1
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íà AC � îíè îêàæóòñÿ ðàâíû, òàê êàê IH äåëèòñÿ ïðÿìîé AC ïîïîëàì � è ïî-
ëó÷èòü ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ JI1I è AH1H ïî óãëó è êàòåòó
(ðèñ. 4).

Òàê êàê JICG � âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, òî ∠IJC = ∠IGC. Äàëåå, CH ⊥
AB ‖ HG è CB ⊥ AH ‖ BG, îòêóäà ∠CHG = ∠CBG = 90◦, òî åñòü ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê CHBG òàêæå âïèñàííûé. Îòñþäà èìååì ∠IGC = ∠HGC = ∠HBC.

Íàêîíåö, óãëû HBC è CAH ðàâíû, òàê êàê ýòî óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè è âû-
ñîòàìè, è îáà îíè äîïîëíÿþò óãîë C òðåóãîëüíèêà äî 90◦.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

1 á. Çàäà÷à ñâåäåíà ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî óãëû IJC è CAH ðàâíû, íî ðà-
âåíñòâî ýòèõ óãëîâ íå äîêàçàíî.

1 á. Äîêàçàíà âïèñàííîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà CHBG.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî

ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï.

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Â Êóð÷àòîâñêîé øêîëå çà êàæäîé ïàðòîé ñèäèò ðîâíî 2 ÷åëîâåêà.
Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî ó 70% ìàëü÷èêîâ ñîñåä ïî ïàðòå � ìàëü÷èê, à ðîâíî ó 40%
äåâî÷åê � äåâî÷êà. Âî ñêîëüêî ðàç ìàëü÷èêîâ áîëüøå ÷åì äåâî÷åê?

Îòâåò: â 2 ðàçà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ x, à äåâî÷åê � y. Çàìåòèì, ÷òî 30%
ìàëü÷èêîâ ñèäèò çà ïàðòàìè ñ äåâî÷êàìè è 60% äåâî÷åê ñèäÿò çà ïàðòàìè
ñ ìàëü÷èêàìè. Òàê êàê çà êàæäîé ïàðòîé ñèäèò ðîâíî 2 ÷åëîâåêà, òî 0,3x = 0,6y,
îòêóäà x = 2y. Òàêèì îáðàçîì, ìàëü÷èêîâ â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì äåâî÷åê.

Êðèòåðèè

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

2 á. Ïðèâåäåí ÷àñòíûé ñëó÷àé.

1 á. Òîëüêî âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà
îò 1 äî 20 â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà òàê, ÷òîáû îáà öâåòà âñòðå÷àëèñü è ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ êðàñíûõ ÷èñåë áûëî âçàèìíî ïðîñòî ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñèíèõ
÷èñåë.

Îòâåò: 26 − 2 = 62 ñïîñîáà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷¼òíûå ÷èñëà äîëæíû áûòü îäíîãî öâåòà. Òàê êàê
ñðåäè íèõ ñîäåðæàòñÿ ÷èñëà 6, 10 è 14, òî ÷èñëà, êðàòíûå 3, 5 è 7 äîëæíû
áûòü òîãî æå öâåòà. Îñòàëèñü ÷èñëà 1, 11, 13, 17 è 19. Çàìåòèì, ÷òî èõ ìîæíî
ðàñïðåäåëèòü êàê óãîäíî ïî äâóì öâåòàì. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü 6 ãðóïï,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ëþáîãî öâåòà, ò. å. âñåãî 26 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè.
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Çàìåòèì, ÷òî èç íèõ íå ïîäõîäÿò 2 âàðèàíòà, â êîòîðûõ âñå ÷èñëà îäíîãî öâåòà.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 26 − 2 = 62 ñïîñîáà.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

3 á. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷¼òíûå ÷èñëà, à òàêæå ÷èñëà, êðàòíûå 3, 5 è 7, äîëæíû áûòü
îäíîãî öâåòà.

1 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çà ñëåäóþùèå îøèáêè âî â öåëîì âåðíîì ðåøåíèè ñíèæàþòñÿ áàëëû:

−1 á. Íå ó÷òåíî, ÷òî îáà öâåòà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ.

−2 á. Íå ó÷òåíî, ÷òî îáà öâåòà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ, è íå ó÷òåíî, ÷òî �1� íå âçà-
èìíî ïðîñòîå ÷èñëî.

−2 á. Íå ó÷òåíà àëüòåðíàòèâíàÿ ðàñêðàñêà, ò.å. âîçìîæíû äâå ïàðû ãðóïï: 1 ãðóïïà
- êðàñíàÿ, 2 ãðóïïà - ñèíÿÿ è 1 ãðóïïà - ñèíÿÿ, 2 ãðóïïà - êðàñíàÿ.

−1 á. Ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîöâåòíûõ ãðóïï ïðîïóùåíî ÷èñëî 1 èëè îäíî èç ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 10. Åñëè óïóùåíî áîëüøå îäíîöâåòíûõ ãðóïï, ðåøåíèå
íå ñ÷èòàåòñÿ â öåëîì âåðíûì.

−3 á. Íå ó÷òåíî, ÷òî îáà öâåòà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ, è íå ó÷òåíà àëüòåðíàòèâíàÿ
ðàñêðàñêà.

Çàäà÷à 3. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , 2003, 2011, 2017, ò. å. âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 2020. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî çàìåíèòü äâà
÷èñëà a, b íà ìàêñèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

√
a2 − ab+ b2. Ïî-

ñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îñòàëîñü îäíî ÷èñëî. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå îíî ìîæåò ïðèíèìàòü?

Îòâåò: Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî 2011.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè a < b, òî a <
√
a2 − ab+ b2 < b. Äåéñòâèòåëüíî,

a2 < a2 − ab+ b2, òàê êàê ab < b2 è a2 − ab+ b2 < b2, òàê êàê a2 < ab.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 2017 èëè êàêîå-òî áîëüøåå íåãî íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïî-
ñëå êàêîé-òî îïåðàöèè. Íî ïîñëåäíåå ÷èñëî ïîÿâèëîñü ïîñëå êàêîé-òî îïåðàöèè,
ïîýòîìó îíî íå áîëüøå 2011.

Îòëîæèì ÷èñëî 2017 è áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ ê äâóì íàèáîëüøèì îñòàâ-
øèìñÿ ÷èñëàì x è y, ãäå x < y. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê x è y � ýòî äâà ñîñåäíèõ
ïðîñòûõ ÷èñëà, òî íàèáîëüøåå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

√
x2 − xy + y2 � ýòî

x. Òàêèì îáðàçîì, ìû êàæäûé ðàç áóäåì îòêèäûâàòü ñàìîå áîëüøîå èç íàøèõ
÷èñåë, ïîêà íà äîñêå íå îñòàíóòñÿ ÷èñëà 2 è 2017.
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Òåïåðü ïðèìåíèì îïåðàöèþ ê ÷èñëàì 2 è 2017. Çàìåòèì, ÷òî 20172−2·2017+22 >
20112, ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè íà äîñêå îêàæåòñÿ ÷èñëî 2011.

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâî a <
√
a2 − ab+ b2 < b ïðè a < b ìîæíî äîêàçàòü ãåî-

ìåòðè÷åñêè. Äåëî â òîì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a è b è óãëîì 60◦

ìåæäó íèìè äëèíà òðåòüåé ñòîðîíû ðàâíà êàê ðàç
√
a2 − ab+ b2. À òàê êàê

óãîë 60◦ âñåãäà ñðåäíèé ïî âåëè÷èíå â ñâîåì òðåóãîëüíèêå, òî è ëåæàùàÿ íà-
ïðîòèâ íåãî ñòîðîíà òàêæå ñðåäíÿÿ ïî âåëè÷èíå.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

3 á. Ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü 2011, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåëüçÿ ïîëó÷èòü áîëüøåå
÷èñëî.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî, áîëüøåå 2011, ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü SABCD � ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ îñíîâà-
íèåì ABCD. Íà îòðåçêå AC íàøëàñü òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî SM =MB è ïëîñêî-
ñòè SBM è SAB ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå îòíîøåíèå AM : AC.

Îòâåò: 3 : 4.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì öåíòð îñíîâàíèÿ ABCD çà O. Òîãäà SO ⊥ AC è BD ⊥
AC, îòêóäà SB ⊥ AC. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-
êó SB (ýòî ïëîñêîñòü, îáîçíà÷èì å¼ çà α) ïàðàëëåëåí AC. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èç SM =MB ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà M ëåæèò â α. Òîãäà è âñÿ ïðÿìàÿ AC äîëæíà
ñîäåðæàòüñÿ â α. Îòñþäà ïîëó÷àåì SO = OB.

Ñåðåäèíó SB îáîçíà÷èì çà R. Çàìåòèì, ÷òî RM ëåæèò ñðàçó â äâóõ ïëîñêîñòÿõ,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ SAB � α è SMB. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî RM è ñàì ïåðïåíäè-
êóëÿðåí ïëîñêîñòè SAB, à òàêæå îòðåçêó RA.

Ïðèìåì äëèíó OS = OA = OB = OC = OD çà 1. Òîãäà OR ÿâëÿåòñÿ ìåäèà-
íîé â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå SOB; òàê êàê êàòåòû ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû ïî 1, èìååì OR = 1/

√
2.

𝐴𝐶

𝑅

𝑀 𝑂

1
√2

1

Ðèñ. 1: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4
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Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñå÷åíèå òåòðàýäðà ïëîñêîñòüþ α (ðèñ. 1). Òðåóãîëüíèê
MRA ïðÿìîóãîëüíûé, ïðè÷¼ì RO â í¼ì � âûñîòà ê ãèïîòåíóçå. Èìååì RO2 =
MO · AO, òî åñòü (1/

√
2)2 = MO · 1, îòêóäà MO = 1/2. Ïîëó÷àåì AM = 3/2 è

AM : AC = 3 : 4.

Êðèòåðèè

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

5 á. Ðåøåíèå ñ âåðíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè è äîêàçàòåëüñòâàìè, íî
ñ âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêîé â êîíöå ðåøåíèÿ.

5 á. Ïðèâåäåíî â öåëîì âåðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå ñ âåðíûì îòâåòîì, â êî-
òîðîì äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà ðåáåð ïèðàìèäû ñîäåðæèò íåòî÷íîñòè.

3 á. Ïðèâåäåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå ñ âåðíûì îòâåòîì, â êîòîðîì ðàâåíñòâî
ðåáåð ïèðàìèäû èñïîëüçóåòñÿ, íî íå äîêàçûâàåòñÿ.

6 á. Ïðèâåäåíî â öåëîì âåðíîå êîîðäèíàòíî-âåêòîðíîå ðåøåíèå ñ íåâåðíûì îòâå-
òîì èç-çà íåñóùåñòâåííîé àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè íà ïîñëåäíåì ýòàïå âû-
÷èñëåíèé.

3 á. Ïðèâåäåíî èäåéíî âåðíîå êîîðäèíàòíî-âåêòîðíîå ðåøåíèå ñ íåâåðíûì îòâå-
òîì èç-çà âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè â íà÷àëå èëè ñåðåäèíå ðåøåíèÿ.

1 á. Äîêàçàíî, ÷òî âûñîòà, îïóùåííàÿ èç òî÷êè M â òðåóãîëüíèê SBM íà BS,
ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè ABS, íî â îñòàëüíîì ðåøåíèå íåâåð-
íîå.

3 á. Äîêàçàíî, ÷òî âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà ïîëîâèíå äèàãîíàëè îñíîâàíèÿ ïèðà-
ìèäû, íî â îñòàëüíîì ðåøåíèå íåâåðíîå.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî âñå ðåáðà ïèðàìèäû ðàâíû, íî â îñòàëüíîì ðåøåíèå íåâåðíîå,
ëèáî ïðîäâèæåíèå íåñóùåñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî áîêîâîå ðåáðî ïèðàìèäû ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêðåùèâàþ-
ùåéñÿ ñ íèì äèàãîíàëè, ñ÷èòàåòñÿ î÷åâèäíûì; çà îòñóòñòâèå åãî äîêàçàòåëüñòâà
áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íàòóðàëüíîì n > 2 ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàç-
áèòü íà äâà ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â ìíîæåñòâàõ îòëè÷àëèñü
íå áîëåå ÷åì â n−1

n−2 ðàç.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà ïðè n = 3, 4, 5.
Ïðè n = 3 ðàçîáü¼ì íà ìíîæåñòâà {1, 2} è {3}, îòíîøåíèå ðàâíî 3

2 , ÷òî ìåíüøå
2
1 .
Ïðè n = 4 ðàçîáü¼ì íà ìíîæåñòâà {1, 2, 3} è {4}. Îòíîøåíèå áóäåò 6

4 , ÷òî êàê
ðàç ðàâíî 3

2 .

4



Ïðè n = 5 ðàçîáü¼ì íà ìíîæåñòâà {1, 2, 5} è {3, 4}. Îòíîøåíèå ðàâíî 12
10 , ÷òî

ìåíüøå 4
3 .

Ïåðåõîä èíäóêöèè îò n ê n+2 ïðè n > 4. Ïóñòü ó íàñ åñòü ðàçáèåíèå ÷èñåë îò 1
äî n, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ. Äîáàâèì â ìíîæåñòâî ñ ìåíüøèì ïðîèçâåäå-
íèåì P1 ÷èñëî n + 2, à â ìíîæåñòâî ñ á�îëüøèì ïðîèçâåäåíèåì P2 ÷èñëî n + 1.
Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â n+2−1

n+2−2 = n+1
n ðàç. Òàê

êàê P1 6 P2, òî
P1 · (n+ 2)

P2 · (n+ 1)
6
n+ 2

n+ 1
<
n+ 1

n
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê P2 6 P1
(n−1)
n−2 , òî

P2 · (n+ 1)

P1 · (n+ 2)
6

(n− 1)(n+ 1)

(n− 2)(n+ 2)
=
n2 − 1

n2 − 4
= 1 +

3

n2 − 4
.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî íå áîëüøå n+1
n = 1 + 1

n . Ýòî ðàâíîñèëüíî

3

n2 − 4
6

1

n
⇔ 3n 6 n2 − 4 ⇔

⇔ 0 6 n2 − 3n− 4 ⇔ 0 6 (n− 4)(n+ 1) ,

÷òî âåðíî ïðè n > 4. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä äîêàçàí.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

5 á. Â öåëîì âåðíîå ðåøåíèå, íî â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå íå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

äëÿ P1 6 P2 áóäåò âåðíî
P1(n+2)
P2(n+1) <

n+1
n (òî åñòü èç äâóõ íåðàâåíñòâ äîêàçàíî

¾ñëîæíîå¿).

2 á. Åñòü èäåÿ øàãà ÷åðåç 2 ñ äîìíîæåíèåì ìåíüøåãî ïðîèçâåäåíèÿ íà áîëüøåå
÷èñëî, à áîëüøåãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ìåíüøåå ÷èñëî.

0 á. Ïðèâåäåíû ïîäõîäÿùèå ðàçáèåíèÿ äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé
n.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë an è bn, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè;

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An =
1

a1
+

1

a2
+ . . . +

1

an
è Bn =

1

b1
+

1

b2
+ . . . +

1

bn
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò;
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• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Cn =
1

max(a1, b1)
+

1

max(a2, b2)
+ . . . +

1

max(an, bn)
îãðàíè÷åíà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck = 2k. ßñíî, ÷òî âñå ñóììû

Cn =
1

c1
+

1

c2
+ . . .+

1

cn

îãðàíè÷åíû. Áóäåì ñòðîèòü èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn òàê, ÷òîáû
max(an, bn) = cn. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçîáü¼ì íàòóðàëüíûé ðÿä íà îòðåçêè ïîä-
ðÿä èäóùèõ ÷èñåë òàê, ÷òî åñëè îòðåçîê íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà k, òî åãî äëèíà
ðàâíà ck. Ïîñëå ýòîãî ðàñêðàñèì âñå ýòè îòðåçêè ïîî÷åðåäíî â êðàñíûé è ñèíèé
öâåòà.

Òåïåðü çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè n � êðàñíîå ÷èñëî, òî ïîëîæèì an ðàâíûì ÷èñëó cn;

• åñëè n � ñèíåå ÷èñëî, òî ïîëîæèì an ðàâíûì ck, ãäå k � ïåðâîå ÷èñëî
îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn çàäàäèì àíàëîãè÷íî, íî èíâåðòèðóÿ öâåòà:

• åñëè n � ñèíåå ÷èñëî, òî ïîëîæèì bn ðàâíûì ÷èñëó cn;

• åñëè n � êðàñíîå ÷èñëî, òî ïîëîæèì bn ðàâíûì ck, ãäå k � ïåðâîå ÷èñëî
îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî n.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñèíåãî îòðåçêà ñóììà îáðàòíûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè an íà í¼ì ðàâíà 1, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì 1

a1
+ 1

a2
+. . .+ 1

an

íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóììà îáðàòíûõ
çíà÷åíèé íà êàæäîì êðàñíîì îòðåçêå ðàâíà 1, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì
1
b1

+ 1
b2

+ . . .+ 1
bn

íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Ïðåäúÿâëåíû ïîäõîäÿùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî íå äîêàçàíî, ïî÷åìó îíè
ïîäõîäÿò.
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