
1. Â ðÿä âûïèñàíû öèôðû 987654321. Ïîñòàâüòå ìåæäó íèìè ðîâíî äâà çíàêà ìèíóñ òàê,
÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ áûëî ìèíèìàëüíûì. (Íàïðèìåð, ïðè ðàññòàíîâêå
9876− 54− 321 ïîëó÷àåòñÿ 9501.)

Îòâåò: 9− 8765432− 1.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêà äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè? Åñëè íå ñóùåñòâóåò � äîêàæèòå, åñëè
ñóùåñòâóåò � ïîñòðîéòå ïðèìåð.

Ðåøåíèå: Òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD äëèíû 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî
è áîêîâîé ñòîðîíîé CD äëèíû

√
3, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñíîâàíèÿìè. Ðàçðåçàíèÿ

∆ABM,∆BCM,∆CDM è ∆ABM,∆BDM,∆BCD ãäå M � ñåðåäèíà AD.

3. Áîëåëüùèêè Ñïàðòàêà ãîâîðÿò ïðàâäó, êîãäà Ñïàðòàê âûèãðûâàåò, è ëãóò, êîãäà îí
ïðîèãðûâàåò. Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ áîëåëüùèêè Äèíàìî, Çåíèòà è Ëîêîìîòèâà. Ïîñëå
äâóõ ìàò÷åé ñ ó÷àñòèåì ýòèõ ÷åòûðåõ êîìàíä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêîí÷èëàñü ïîáåäîé
îäíîé èç êîìàíä, à íå íè÷üåé, èç áîëåëüùèêîâ, ñìîòðåâøèõ òðàíñëÿöèþ, íà âîïðîñ
"áîëååòå ëè âû çà Ñïàðòàê?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 200 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå
ëè âû çà Äèíàìî?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 300 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà
Çåíèò?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 500 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà Ëîêîìîòèâ?"
ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 600 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ÷åëîâåê áîëåëî çà êàæäóþ èç êîìàíä?

Ðåøåíèå: Ïóñòü çà ïîáåäèâøèå êîìàíäû áîëåþò x è y ÷åëîâåê, çà ïðîèãðàâøèå z è t.
Òîãäà íà âîïðîñû ïðî ýòè êîìàíäû îòâåòèëî x+z+ t, y+z+ t, t, z ÷åëîâåê ñîîòâåòñòâåííî.
Çíà÷èò, çà Çåíèò áîëååò 200 ÷åëîâåê, çà Ëîêîìîòèâ 300, çà Ñïàðòàê íèêòî, à çà Äèíàìî
100 ÷åëîâåê.
Êðèòåðèè: ∓ � ïðàâèëüíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ,
± � àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà, èëè íåáîëüøèå ïðîáåëû â îáîñíîâàíèè.

4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå 20x2+80xy+95y2

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë x è y. Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.

Ðåøåíèå: Ïîäåëèì íà 5. 4x2 + 16xy + 19y2. Ïî ìîäóëþ 4 èëè 0 èëè 3. 3 ìîæåò
áûòü:x = 2, y = −1. Îòâåò � 15.
Êðèòåðèè: ∓ � ïîëó÷åí îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ.

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1
2
, 1
3
, . . . , 1

100
. Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà a è b è

çàïèñàòü âìåñòî íèõ a + b + ab. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îñòàëîñü îäíî
÷èñëî. ×åìó îíî ìîæåò áûòü ðàâíî?

Îòâåò: (1 + 1)(1 + 1/2) . . . (1 + 1/100)− 1 = 101− 1 = 100.
Ðåøåíèå: Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè äëÿ òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ a, b, c,
à çàòåì ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå, çàìåòèâ, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà
(1 + a1)(1 + a2) · ... · (1 + ak−1)− 1.
Êðèòåðèè: ∓ � îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà îïåðàöèé.

6. Ñëîâà ÿçûêà ðîáîòîâ ïëàíåòû Øåëåçÿêà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåëî÷åê �ââåðõ�,
�âíèç�, �âëåâî� è �âïðàâî�, ïðè÷¼ì äâå ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ñòðåëî÷êè íå ìîãóò ñòîÿòü
ðÿäîì. Ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå 1000000 ñëîâ ýòîãî ÿçûêà. ×åòûðå ó÷åíèêà
ïåðåïèñûâàþò ñëîâà ê ñåáå â òåòðàäü, äåëàÿ ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ: ó÷åíèê U ïðèïèñûâàåò
ïåðåä ñëîâîì ñòðåëî÷êó ââåðõ, à åñëè ýòî çàïðåùåíî (ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ �âíèç�), òî
óáèðàåò ýòî ïåðâîå �âíèç�, ó÷åíèêè D, L, R äåëàþò âñ¼ òî æå ñàìîå, òîëüêî ïðèïèñûâàþò
ñîîòâåòñòâåííî ñòðåëêó âíèç, âëåâî èëè âïðàâî, è âû÷¼ðêèâàþò ïåðâûé ñèìâîë, åñëè îí
îêàçàëñÿ �ââåðõ�, �âïðàâî�, �âëåâî�. Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé èç ÷åòûð¼õ òåòðàäåé ìèíèìóì
ïîëîâèíà (500000) ñëîâ íå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñðåäè ñëîâ íà äîñêå.
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Ðåøåíèå: Ðàçîáü¼ì ñëîâà, íàïèñàííûå íà äîñêå íà 4 êëàññà U,D,L,R ñîãëàñíî ïåðâîé
áóêâå (áóäåì ìàëåíüêèìè áóêâàìè u, d, l, r îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íèõ, u+d+l+r =
1000000). Òîãäà â òåòðàäè ó÷åíèêà U áóäåò íàïèñàíî u+l+r ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà �ââåðõ�
(èáî ê ëþáîìó ñëîâó íå èç êëàññà D îí ïðèïèøåò �ââåðõ�). Çíà÷èò, åñëè ó íåãî â òåòðàäè
ñîäåðæèòñÿ Nu íîâûõ ñëîâ, òî u + l + r ≤ u + Nu. Íàïèñàâ òðè àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâà
è ñëîæèâ èõ âìåñòå, ïîëó÷èì, ÷òî 3(u + d + l + r) ≤ (u + d + l + r) + (Nu + Nd + Nl + Nr),
òî åñòü Nu + Nd + Nl + Nr íå ìåíüøå 2000000.
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1. Â ðÿä âûïèñàíû öèôðû 987654321. Ïîñòàâüòå ìåæäó íèìè ðîâíî äâà çíàêà ìèíóñ òàê,
÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ áûëî ìèíèìàëüíûì. (Íàïðèìåð, ïðè ðàññòàíîâêå
9876− 54− 321 ïîëó÷àåòñÿ 9501.)

Îòâåò: 9− 8765432− 1

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå 20x2+80xy+95y2

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë x è y. Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.

Ðåøåíèå: Ïîäåëèì íà 5. 4x2 + 16xy + 19y2. Ïî ìîäóëþ 4 èëè 0 èëè 3. 3 ìîæåò
áûòü:x = 2, y = −1. Îòâåò � 15.
Êðèòåðèè: ∓ � ïîëó÷åí îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ.

3. Áîëåëüùèêè Ñïàðòàêà ãîâîðÿò ïðàâäó, êîãäà Ñïàðòàê âûèãðûâàåò, è ëãóò, êîãäà îí
ïðîèãðûâàåò. Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ áîëåëüùèêè Äèíàìî, Çåíèòà è Ëîêîìîòèâà. Ïîñëå
äâóõ ìàò÷åé ñ ó÷àñòèåì ýòèõ ÷åòûðåõ êîìàíä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêîí÷èëàñü ïîáåäîé
îäíîé èç êîìàíä, à íå íè÷üåé, èç áîëåëüùèêîâ, ñìîòðåâøèõ òðàíñëÿöèþ, íà âîïðîñ
"áîëååòå ëè âû çà Ñïàðòàê?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 200 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå
ëè âû çà Äèíàìî?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 300 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà
Çåíèò?" ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 500 ÷åëîâåê, íà âîïðîñ "áîëååòå ëè âû çà Ëîêîìîòèâ?"
ïîëîæèòåëüíî îòâåòèëè 600 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ÷åëîâåê áîëåëî çà êàæäóþ èç êîìàíä?

Ðåøåíèå: Ïóñòü çà ïîáåäèâøèå êîìàíäû áîëåþò x è y ÷åëîâåê, çà ïðîèãðàâøèå z è t.
Òîãäà íà âîïðîñû ïðî ýòè êîìàíäû îòâåòèëî x+z+ t, y+z+ t, t, z ÷åëîâåê ñîîòâåòñòâåííî.
Çíà÷èò, çà Çåíèò áîëååò 0 ÷åëîâåê, çà Ëîêîìîòèâ 100, çà Ñïàðòàê 300, à çà Äèíàìî 200
÷åëîâåê. Êðèòåðèè: ∓ � ïðàâèëüíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ,
± � àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà, èëè íåáîëüøèå ïðîáåëû â îáîñíîâàíèè.

4. Òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2, 3 è 3 ðàçðåçàëè íà ÷åòûðå ïîäîáíûõ åìó òðåóãîëüíèêà.
Êàêîâû ìîãóò áûòü êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ?

Îòâåò: 1/2 è 6/13, 4/13, 9/13, 6/13.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ, òàê ÷òîáû
îíè áûëè ïîäîáíû áîëüøîìó (à, çíà÷èò, è äðóã äðóãó) � òàê ÷òîáû ó êàæäîãî òðåóãîëüíèêà
ðàçáèåíèÿ îäíà âåðøèíà áûëà âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà è äâå äðóãèå íà åãî ñòîðîíàõ,
ïðè÷åì íà êàæäîé ñòîðîíå áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà îòìå÷åíî ïî îäíîé òî÷êå (A′ íà BC, B′

íà AC, C ′ íà AC). Òîãäà åñòü ðîâíî äâà âàðèàíòà � ∠CA′B′ = ∠CAB è ∠CA′B′ = ∠CBA.
Îñòàëüíûå óãëû âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáà âàðèàíòà äàþò íàáîð èç ÷åòûð¼õ
ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
Êðèòåðèè: ∓ � ðàññìîòðåí òîëüêî ïåðâûå âàðèàíò.

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1
2
, 1
3
, . . . , 1

100
. Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà a è b è

çàïèñàòü âìåñòî íèõ a+ b+ ab. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îñòàëîñü îäíî
÷èñëî. ×åìó îíî ìîæåò áûòü ðàâíî?

Îòâåò: 299(1+1)(1+1/2) . . . (1+1/100)−1 = 299101−1. Ðåøåíèå: Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü
àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè äëÿ òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ a, b, c, à çàòåì ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå,
çàìåòèâ, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà 2k(1+a1)(1+a2)·...·(1+ak−1)−1.
Êðèòåðèè: ∓ � îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà îïåðàöèé.

6. Ñëîâà ÿçûêà ðîáîòîâ ïëàíåòû Øåëåçÿêà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåëî÷åê �ââåðõ�,
�âíèç�, �âëåâî� è �âïðàâî�, ïðè÷¼ì äâå ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ñòðåëî÷êè íå ìîãóò ñòîÿòü
ðÿäîì. Ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå 1000000 ñëîâ ýòîãî ÿçûêà. ×åòûðå ó÷åíèêà
ïåðåïèñûâàþò ñëîâà ê ñåáå â òåòðàäü, äåëàÿ ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ: ó÷åíèê U ïðèïèñûâàåò
ïåðåä ñëîâîì ñòðåëî÷êó ââåðõ, à åñëè ýòî çàïðåùåíî (ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ �âíèç�), òî
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óáèðàåò ýòî ïåðâîå �âíèç�, ó÷åíèêè D, L, R äåëàþò âñ¼ òî æå ñàìîå, òîëüêî ïðèïèñûâàþò
ñîîòâåòñòâåííî ñòðåëêó âíèç, âëåâî èëè âïðàâî, è âû÷¼ðêèâàþò ïåðâûé ñèìâîë, åñëè îí
îêàçàëñÿ �ââåðõ�, �âïðàâî�, �âëåâî�. Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé èç ÷åòûð¼õ òåòðàäåé ìèíèìóì
ïîëîâèíà (500000) ñëîâ íå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñðåäè ñëîâ íà äîñêå.

Ðåøåíèå: Ðàçîáü¼ì ñëîâà, íàïèñàííûå íà äîñêå íà 4 êëàññà U,D,L,R ñîãëàñíî ïåðâîé
áóêâå (áóäåì ìàëåíüêèìè áóêâàìè u, d, l, r îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íèõ, u+d+l+r =
1000000). Òîãäà â òåòðàäè ó÷åíèêà U áóäåò íàïèñàíî u+l+r ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà �ââåðõ�
(èáî ê ëþáîìó ñëîâó íå èç êëàññà D îí ïðèïèøåò �ââåðõ�). Çíà÷èò, åñëè ó íåãî â òåòðàäè
ñîäåðæèòñÿ Nu íîâûõ ñëîâ, òî u+ l + r ≤ u+Nu. Íàïèñàâ òðè àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâà
è ñëîæèâ èõ âìåñòå, ïîëó÷èì, ÷òî 3(u+ d+ l + r) ≤ (u+ d+ l + r) + (Nu +Nd +Nl +Nr),
òî åñòü Nu +Nd +Nl +Nr íå ìåíüøå 2000000.
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1. Дан куб, каждая грань которого – это клетчатое поле размером 
2015 на 2015
клеток. В центре одной из граней стоит пешка. Данил и Максим 
передвигают пешку по клеткам куба. Данил может ходить только 
на соседнюю по стороне клетку (разрешается переходить на 
другую грань, если клетки соседние по стороне), а Максим может 
поставить пешку в любую клетку. Пешка красит за собой клетки. 
На закрашенную клетку пешку двигать нельзя. Изначальная 
клетка (центр грани) закрашена. Данил ходит первым.
Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при 
правильной игре обоих?

Решение. Ответ: Данил выигрывает. 
Приведём выигрышную стратегию для Данилы.
Число клеток на поверхности чётно (равно 2015*2015*6). 
Разобьём всю поверхность куба на доминошки; доминошки не 
пересекаются и покрывают весь куб. Пример разбиения 
приводить не будем. Легко видеть, что такие примеры есть. 
Школьники, которые написали такое решение должны приводить 
пример. 
В начале хода Данилы пешка стоит в какой-то доминошке. Данила 
ходит во вторую клетку доминошки. Если Данила до этого 
действовал в соответствии с этой стратегией, то вторая клетка 
доминошки не закрашена и сделать в неё ход можно.
Очевидно, что последний ход сделает Данила - хотя бы потому, 
что он всегда может сделать ход.

Критерии
+-  - предъявлена верная стратегия без примера разбиения куба 
на домношки.

2. Дан треугольник ABC, точки A_1, B_1, C_1 – середины сторон BC, 
AC, AB соответственно. Докажите, что три прямые, проходящие 
через эти точки и параллельные биссектрисам противолежащих 
углов, пересекаются в одной точке.

Решение. Пусть эти прямые - a,b,c соответственно.
Рассмотрим четырёхугольник A C_1 A_1 B_1. Он является 
параллелограммом, т.к. C_1 A_1 и A_1 B_1 - средние линии в 



треугольнике ABC. Проведём биссектрису угла A  и прямую a. Из 
параллельности этих двух прямых и того факта, что A C_1 A_1 B_1 - 
параллелограмм, следует, что a - биссектриса угла C_1 A_1 B_1. 
Аналогично, b и c так же являются биссектрисами треугольника 
A_1 B_1 C_1,
а биссектрисы пересекаются в одной точке.

Критерии
-+ - написано, что A C_1 A_1 B_1 - параллелограмм (или один из 
двух аналогичных четырёхугольников).
-+ - указано без доказательства, что  a - биссектриса угла C_1 A_1 
B_1, при этом есть верные рассуждение про гомотетию.

3. В гномьем клане некоторые знакомы между собой. Каждый 
гном владеет
некоторым количеством монет. Днём каждый гном узнаёт, 
сколько монет у каждого из его знакомых. Вечером он отдаёт по 
монете каждому из знакомых, кто днём был богаче него. Гном не 
может отдать больше, чем у него есть (например, нищий гном 
ничего не отдаёт). Если у гнома днём было меньше монет, чем 
количество знакомых богаче, чем он, то он сам решает, кому 
отдавать монеты. Докажите, что, начиная с какого-то дня, гномы 
прекратят передавать друг другу монеты.

Решение. Докажем требуемое утверждение индукцией по 
количеству гномов.
База - один гном; утверждение очевидно. 
Шаг - пусть утверждение верно для любого клана из n гномов, 
докажем его для любого клана из n+1 гномов.
Рассмотрим произвольный клан из n+1 гномов и то, как они 
менялись монетами. Пусть a_ij - число монет у гнома номер i на в 
день номер j. Среди всех чисел a_ij есть макимальное - так как все 
a_ij натуральны и ограничены сверху суммарным количеством 
монет в клане. Пусть a_kp - одно из максимальных чисел. 
Тогда, начиная с дня номер p, гном номер k не будет никому 
давать монеты и ни у кого получать монеты. Действительно: гном 
номер k может отдать монеты, только если найдётся гном, у 
которого больше монет. А такого гнома никогда не найдётся из 
максимальноси a_kp. Гном номер k не может получить монеты, 



потому что если ему кто-то отдаст монеты, то число монет у 
гнома номер k станет больше a_kp, что так же противоречит 
максимальности a_kp. 
Начиная со дня номер p, будем рассмотривать всех гномов, кроме 
гнома с номером k, как клан из n гномов. Это корректно, так как 
они не получают и не отдают монеты гному с номером k. По 
предположению индукции, начиная с каого-то дня, гномы в этом 
новом клане перестанут передавать друг другу монеты.

Критерии
-+ - рассмотрен гном с максимальным a_kp.
+/2 - доказано, что гном с максимальным a_kp не участвует в 
обменах начиная с дня номер p.

4. На доске написаны числа 1/1, 1/2, 1/3, 1/4, ... 1/100.
Разрешается стереть любые два числа a, b и написать вместо них 
ab+a+b ,
 затем поступить так же с какими-то двумя из оставшихся, и так 
далее. Какое число может остаться последним?

Решение. Если бы вначале на доске было написано не сто, а три 
числа: a,b,c, то в конце на доске было бы написано число 
abc+ab+bc+ac+a+b+c. То есть сумма  всех возможных мономов, 
составленных из чисел a,b,c, взятых не больше, чем по одному 
разу.
В случае, когда на доске написано сто чисел. Легко видеть, что 
последним на доске останется число, представимое в виде суммы 
(2^100)-1 различных мономов вида (1/a_1)*(1/a_2)*....(1/a_k) для 
всевозможных натуральных чисел k \in [1,100] и a_i \in [1,100], при 
этом a_i<a_i+1 для всех i. Школьники должны будут это доказывать.

Теперь заметим, что эта сумма представима в виде 
(1+1/1)*(1+1/2)*(1+1/3)*...*(1+1/100) - 1. 
Преобразуем её: (1+1/1)*(1+1/2)*(1+1/3)*...*(1+1/100) - 1 =
(2/1)*(3/2)*(3/4)*...*(101/100) - 1 =  101-1 = 100. 

Критерии
+/2 или -+ - доказано, что последнее оставшееся число 
представимо в виде правильной суммы мономов.
+- - замечено, что эта сумма равна (1+1/1)*(1+1/2)*(1+1/3)*...*(1+1/100) - 



1.

5. На сколько частей могут делить плоскость 7 различных 
касательных к данной
окружности? Приведите примеры для всех ответов и докажите, 
что других не существует.
Решение. 26,27,28,29. Чтобы получить правильный ответ, 
следует заметить, что можно рассмотреть случаи попарной 
параллельности нескольких прямых. Например, нет 
параллельных, одна пара параллельных, две пары 
паралллельных, три пары параллельных.
Критерии. -+ - неполный перебор, получен частично-правильный 
ответ.
± - верный ответ, но присутствует ошибка при разборе случаев

6. Слова языка роботов планеты Шелезяка — последователь-
ности стрелочек “вверх”, “вниз”, “влево” и “вправо”, причём две 
противонаправ-
ленные стрелочки не могут стоять рядом. Учитель написал на 
доске 1000000
слов этого языка. Четыре ученика переписывают слова к себе в 
тетрадь, делая
следующие изменения: ученик U приписывает перед словом 
стрелочку вверх,
а если это запрещено (слово начинается с “вниз”), то убирает это 
первое “вниз”,
ученики D, L, R делают всё то же самое, только приписывают 
соответственно
1 стрелку вниз, влево или вправо, и вычёркивают первый символ, 
если он ока-
зался “вверх”, “вправо”, “влево”. Докажите, что в одной из 
четырёх тетрадей
минимум половина (500000) слов не будет встречаться среди слов 
на доске.

Решение. Разобьём слова, написанные на доске на 4 класса U, D, 
L, R согласно
первой букве (будем маленькими буквами u, d, l, r обозначать 
число элементов
в них, u + d + l + r = 1000000). Тогда в тетради ученика U будет 



написано
u + l + r слов, начинающихся на “вверх” (ибо к любому слову не из 
класса D он
припишет “вверх”). Значит, если у него в тетради содержится Nu 
новых слов, то
u + l + r ≤ u + Nu. Написав три аналогичных неравенства и сложив 
их вместе,
получим, что 3(u + d + l + r) ≤ (u + d + l + r) + (Nu + Nd + Nl + Nr), то есть
Nu + Nd + Nl + Nr не меньше 2000000.
Комментарий. Речь, конечно, идёт о несократимых словах в 
свободной группе
с двумя образующими. Тогда утверждается, что какое бы 
(конечное) подмно-
жество в этой группе мы не взяли, при его умножении на a, b, a−1, 
b−1 хотя бы раз мы получим сильно другое множество.
Критерии. 

 



Ìàòåìàòèêà � ðåøåíèÿ 10 êëàññ

1. Òðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ìîãóò ëè ýòè æå òðè ÷èñëà îêàçàòüñÿ òðåìÿ (íå îáÿçà-

òåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíûìè) ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

Îòâåò. Ìîãóò.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 1, q, q2, q3. Âûáåðåì q òàê, ÷òî-

áû ÷èñëà 1, q, q3 îáðàçîâûâàëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî 1 + q3 = 2q ⇔ (q2 + q − 1)(q − 1) = 0. Îäèí èç êîðíåé ýòîãî

óðàâíåíèÿ ðàâåí q =
√
5−1
2

. Ïðè òàêîì çíà÷åíèè q ÷èñëà 1, q, q3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

çàäà÷è.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

(+/2) çàäà÷à ÿâíî ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè èëè

âûøå îò çíàìåíàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íî íå äîêàçàíî èëè äîêàçàíî

íåâåðíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, îòëè÷íîãî îò 1.

(+/�) âåðíîå ðåøåíèå ñ íåáîëüøèìè íåäî÷åòàìè (íàïðèìåð, àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà,

íå âëèÿþùàÿ íà õîä ðåøåíèÿ)

(+) Âåðíîå ðåøåíèå.



2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC ñ óãëîì ∠B = 60◦ îïèñàíà îêðóæíîñòü. Êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Íà ëó÷àõ AB è

CB îòìåòèëè òî÷êè A0 è C0 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AA0 = AC = CC0. Äîêàæèòå, ÷òî

òî÷êè A0, C0, B1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé èìååì ∠ACB1 = ∠CAB1 =

∠ABC = 60◦, ò.å. òðåóãîëüíèê AB1C � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà AA0 = AC = AB1, ò.å.

òðåóãîëüíèê A0AB1 ðàâíîáåäðåííûé. Åñëè îáîçíà÷èòü ∠BAC = α, ∠BCA = β, òî ïî-

ëó÷èì ∠AB1A0 = 180−(60+α)
2

= 120−α
2

. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∠AB1A0 < 60◦,

ò.å. òî÷êà A0 ðàñïîëîæåíà âíóòðè óãëà ∠AB1C, ñì. ðèñóíîê ñëåâà. Àíàëîãè÷íî4C0CB1

ðàâíîáåäðåííûé, è ∠CB1C0 =
120−β

2
. Ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà

∠AB1A0 + ∠CB1C0 =
240− (α + β)

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α + β = 120◦, ïîëó÷àåì ∠AB1A0 + ∠CB1C0 = 60◦ = ∠AB1C, ñëåäîâà-

òåëüíî ëó÷è B1A0 è B1C0 ñîâïàäàþò (ðèñóíîê ñïðàâà), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ëþáîå ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðè-

åâ.

(�.) Ðèñóíîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ: òî÷êè A0 è C0 âûáðàíû íå íà ëó÷àõ AB

è CB, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Äëÿ òàêîãî ðèñóíêà äîêàçàíà ðàâíîáåäðåííîñòü

òðåóãîëüíèêîâ 4C0CB1 è 4A0AB1.



(�/+) Äîêàçàíà ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêîâ 4C0CB1 è 4A0AB1.

(+/�) Ðèñóíîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ: òî÷êè A0 è C0 âûáðàíû íå íà ëó÷àõ AB è

CB, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Äëÿ òàêîãî ðèñóíêà ïðèâåäåíî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.

(+) Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå



3. Êàæäûé õîä øàõìàòíîãî êîíÿ � ïåðåìåùåíèå íà îäíó êëåò-

êó ïî ãîðèçîíòàëè è äâå ïî âåðòèêàëè, ëèáî íàîáîðîò � îäíó

ïî âåðòèêàëè è äâå ïî ãîðèçîíòàëè. (Íà ðèñóíêå ñïðàâà êîíü,

îòìå÷åííûé áóêâîé Ê, ìîæåò çà îäèí õîä ïåðåìåñòèòüñÿ â ëþ-

áóþ èç çàòåìí¼ííûõ êëåòîê.)

Â ïðîèçâîëüíîé êëåòêå ïðÿìîóãîëüíîé äîñêè ðàçìåðîì 2×
2016 êëåòîê ñòîèò øàõìàòíûé êîíü. Ïåðåìåùàÿñü ïî îïèñàí-

íîìó ïðàâèëó (è íå âûõîäÿ ïðè ýòîì çà êðàÿ äîñêè), îí ìîæåò èç ýòîé êëåòêè ïîïàñòü

â íåêîòîðûå äðóãèå êëåòêè äîñêè, íî íå âî âñå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê

íóæíî äîáàâèòü ê äîñêå, ÷òîáû êîíü ìîã èç ëþáîé êëåòêè äîñêè ïîïàñòü âî âñå îñòàëü-

íûå? (Äîáàâëåíèå êëåòêè ïðîèñõîäèò òàê, ÷òîáû îíà èìåëà îáùóþ ñòîðîíó ñ îäíîé èç

óæå èìåþùèõñÿ. Äîáàâëÿòü ìîæíî ëþáîå êîëè÷åñòâî êëåòîê, ïîëó÷èâøàÿñÿ ïðè ýòîì

äîñêà íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà èìåòü ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó).

Îòâåò. 2

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì êëåòêè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Êîíü ìîæåò èç ëþáîé

êëåòêè ïîïàñòü â ëþáóþ êëåòêó ñ òàêèì æå íîìåðîì, è íå ìîæåò ïîïàñòü â äðóãèå.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êëåòêè ðàçáèëèñü íà 4 ìíîæåñòâà, òàê ÷òî êîíü íå ìîæåò ïåðåñêî-

÷èòü èç îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå, íî ìîæåò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ âíóòðè îäíîãî

ìíîæåñòâà.

Äîáàâèì äâå êëåòêè êàê íà ðèñóíêå 2. Äîêàæåì, ÷òî òåïåðü êîíü ìîæåò ïîïàñòü

èç ëþáîé êëåòêè â ëþáóþ äðóãóþ. Êëåòêà À �ñîåäèíÿåò� êëåòêè, îòìå÷åííûå ðîçîâûì

öâåòîì, ò.å. ÷åðåç íå¼ ìîæíî èç ìíîæåñòâà 1 ïåðåñêî÷èòü â ìíîæåñòâî 4. (Íàõîäÿñü â

ëþáîé êëåòêå ñ íîìåðîì 1, ìîæíî ïðèéòè â ðîçîâóþ êëåòêó ñ íîìåðîì 1, çàòåì ÷åðåç

A ïîïàñòü â ðîçîâóþ êëåòêó ñ íîìåðîì 4, è èç íå¼ � â ëþáóþ êëåòêó ñ íîìåðîì 4. Â

èòîãå èç ëþáîé êëåòêè ñ íîìåðîì 1 ìîæíî ñ ïîìîùüþ À ïîïàñòü â ëþáóþ êëåòêó ñ

íîìåðîì 4.)

Êëåòêà Â ñîåäèíÿåò êëåòêè, îòìå÷åííûå çåë¼íûì, ò.å. ÷åðåç íå¼ ìîæíî èç ëþáîãî

èç ìíîæåñòâ 2, 3, 4 ïåðåñêî÷èòü òàê æå â ëþáîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ.

Â èòîãå, ñî÷åòàÿ êëåòêè A,B, ìîæíî èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ïîïàñòü â ëþáîå äðóãîå.

Íàïðèìåð ÷òîáû ïîïàñòü èç ìíîæåñòâà 1 â ìíîæåñòâî 2, âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ À ïîïàäàåì

èç 1 â 4, çàòåì ñ ïîìîùüþ Â ïîïàäàåì èç 4 â 2.



Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî îäíîé êëåòêè íå õâàòèò. Èç ðèñóíêà 3 âèäíî, ÷òî âñå äîáàâ-

ëÿåìûå êëåòêè ðàçáèâàþòñÿ íà äâà âèäà: â êëåòêè À ìîæíî ïîïàñòü íå áîëüøå ÷åì èç

3 êëåòîê äîñêè, â êëåòêè Â ìîæíî ïîïàñòü èç 4-õ êëåòîê, íî ñðåäè íèõ âñåãäà åñòü äâå

èç îäíîãî ìíîæåñòâà (îòìå÷åííûå îäèíàêîâîé öèôðîé). Ò.å. êëåòêè, â êîòîðóþ ìîæíî

ïîïàñòü èç âñåõ 4-õ ìíîæåñòâ, íå ñóùåñòâóåò.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé. Îöåíèâàåòñÿ íàëè÷èå â ðåøåíèè òð¼õ ñîñòàâëÿþ-

ùèõ:

à) Ïîêàçàí ïðàâèëüíûé ñïîñîá äîáàâëåíèÿ äâóõ êëåòîê,

á) Äîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêîì ñïîñîáå äîáàâëåíèÿ äâóõ êëåòîê êîíü äåéñòâèòåëüíî ìîæåò

îáîéòè âñþ äîñêó,

â) Äîêàçàíî, ÷òî îäíîé êëåòêè íå õâàòèò.

(�) Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííû íèæå êðèòåðèåâ.

(�/+) Â ðåøåíèè ïðèñóòñòâóåò òîëüêî à).

(+/2) Ïðèñóòñòâóåò à)á), îòñóòñòâóåò èëè îøèáî÷íî â).

(+/�) Ïðèñóòñòâóåò à)â), îòñóòñòâóåò èëè îøèáî÷íî á).

(+) Ïðèñóòñòâóåò à)á)â).



4. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé. Êðîìå

òîãî, ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) + f(10− x) = 4.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Ðåøåíèå.

à) Íàïðèìåð f(x) = 2 + cos
(
πx
10

)
. ×¼òíîñòü î÷åâèäíà, ïðîâåðèì âòîðîå óñëîâèå:

f(x) + f(10− x) = 4 + cos
(πx
10

)
+ cos

(
π(10− x)

10

)
= 4 + cos

(πx
10

)
+ cos

(
π − πx

10

)
= 0,

ò.ê. cos(π − α) = − cos(α).

á) Èç ÷¼òíîñòè ïîëó÷àåì f(10− x) = f(x− 10), ò.å.

f(x) + f(x− 10) = 4

ïðè ëþáîì x. Ïîäñòàâèâ ñþäà x+ 10 è x+ 20 âìåñòî x, ïîëó÷èì

f(x+ 10) + f(x) = 4,

f(x+ 20) + f(x+ 10) = 4.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ïåðâîå, ïîëó÷àåì f(x + 20)− f(x) = 0 ïðè ëþáîì x, ò.å. ôóíêöèÿ

ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 20.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) ëþáîå ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé. Äîïóñêàåòñÿ

ïðèìåð â âèäå ãðàôèêà, åñëè â ðåøåíèè äàíî èñ÷åðïûâàþùåå è ïîäðîáíîå îïèñà-

íèå ãðàôèêà ñ óêàçàíèåì âñåõ êëþ÷åâûõ òî÷åê.

(�/+) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëîâèé.

(+/2) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è íåñòðîãîå ðåøåíèå ïóíêòà á, îñíî-

âàííîå íà ñèììåòðèÿõ

ÈËÈ

ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è ðåøåíèå ïóíêòà á ñ ïðîïóùåííûì

øàãîì

(+/�) Ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á)

ÈËÈ

ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé è íåñòðîãîå ðåøåíèå ïóíêòà á, îñíîâàííîå íà ñèì-

ìåòðèÿõ

ÈËÈ

ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé è ðåøåíèå ïóíêòà á ñ ïðîïóùåííûì øàãîì

(+.) Ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á).

(+) Ïóíêò à: âåðíûé ïðèìåð ñ ïðîâåðêîé âñåõ óñëîâèé è ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á)



5. Ïåòÿ õî÷åò ïðîâåðèòü çíàíèÿ ñâîåãî áðàòà Êîëè � ïîáåäèòåëÿ îëèìïèàäû �Âûñøàÿ

ïðîáà� ïî ìàòåìàòèêå. Äëÿ ýòîãî Ïåòÿ çàäóìàë òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, è âû÷èñ-

ëèë x =ÍÎÄ(a, b), y =ÍÎÄ(b, c), z =ÍÎÄ(c, a). Çàòåì îí íàïèñàë íà äîñêå òðè ðÿäà ïî

ïÿòü ÷èñåë â êàæäîì:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Ïåòÿ ñîîáùèë Êîëå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë â ïåðâîì ðÿäó ðàâíî x, îäíî èç ÷èñåë âî âòîðîì

ðÿäó ðàâíî y, îäíî èç ÷èñåë â òðåòüåì ðÿäó ðàâíî z, è ïîïðîñèë óãàäàòü ÷èñëà x, y, z.

Ïîäóìàâ íåñêîëüêî ìèíóò, Êîëÿ ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé, ïðàâèëüíî íàçâàâ âñå òðè ÷èñëà.

Íàçîâèòå èõ è âû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ òðîéêà (x, y, z).

Îòâåò. x = 8, y = 14, z = 18.

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: Åñëè äâà èç ÷èñåë x, y, z

äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òî è òðåòüå äåëèòñÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðèìåð x è y äåëÿòñÿ íà m. x
...m⇒ a

...m, b
...m

y
...m⇒ b

...m, c
...m.

⇒

 a
...m

c
...m

⇒ z
...m.

Ñëåäñòâèå: åñëè îäíî èç ÷èñåë x, y, z íå äåëèòñÿ íà m, òî èç îñòàâøèõñÿ äâóõ õîòÿ

áû îäíî òîæå íå äåëèòñÿ íà m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äàííûå â çàäà÷å ÷èñëà:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ âñå ÷èñëà ÷¼òíûå, ò.å. x
...2, y

...2 ⇒ z
...2 ⇒ z = 18

èëè z = 42. Äàëåå, îáà ÷èñëà 18 è 42 äåëÿòñÿ íà 3, ò.å. z
...3. Âî âòîðîé ñòðîêå íåò ÷èñåë,

äåëÿùèõñÿ íà 3, ò.å. y 6 ...3 ⇒ x 6 ...3 ⇒ x = 8. Äàëåå, x
...4, z 6 ...4 ⇒ y 6 ...4 ⇒ y = 14. Íàêîíåö

y
...7, x 6 ...7⇒ z 6 ...7⇒ z = 18.

Çíà÷åíèÿ x = 8, y = 14, z = 18 âîçìîæíû, íàïðèìåð, ïðè a = 72, b = 56, c = 126.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�)

(�.) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà îäíî ÷èñëî.

(�/+) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà äâà ÷èñëà

ÈËÈ

ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èëè ðàâíîñèëüíàÿ ëåììå èç ïðè-

âåä¼ííîãî âûøå ðåøåíèÿ.



(+/2) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà òðè ÷èñëà.

(+.) Ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èëè ðàâíîñèëüíàÿ ëåììå èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ðåøåíèÿ,

èñïîëüçóåòñÿ â ðàññóæäåíèÿõ, íî íèêàê íå äîêàçàíà.

(+)



6. Òàáëèöà n × n çàïîëíÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 10 òàê, ÷òîáû íè â îä-

íîé ñòðîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íå áûëî äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñîâïàäåíèå ÷èñåë,

ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ, äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü f(n) - êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàñ-

ñòàíîâîê. Íàïðèìåð f(1) = 10, f(11) = 0.

à) ×òî áîëüøå, f(9) èëè f(10)?

á) ×òî áîëüøå, f(5) èëè f(6)?

Îòâåò. à) f(9) > f(10), á) f(6) > f(5).

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî âñåõ òðåáóåìûõ ðàññòàíîâîê äëÿ òàáëèöû

n× n. Òîãäà f(n) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Sn.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ g íàä òàáëèöåé, çàêëþ÷àþùóþñÿ â óäàëåíèè ïîñëåäíåãî (êðàéíåãî

ïðàâîãî) ñòîëáöà è ïîñëåäíåé (êðàéíåé íèæíåé) ñòðîêè òàáëèöû. Ïðèìåð:

t =

1 2 3 7

9 7 1 8

6 2 10 5

10 4 6 2

g(t) =

1 2 3

9 7 1

6 2 10

.

Î÷åâèäíî, åñëè t ∈ Sn, òî g(t) ∈ Sn−1.

à) Ìû äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g : S10 → S9 ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì (ñìûñë

òåðìèíà áóäåò ðàçúÿñí¼í äàëåå), è ïðè ýòîì åãî îáðàç íå ïîêðûâàåò âñåãî ìíîæåñòâà

S9. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S9. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

òàáëèöû x ∈ S10 òàêîé, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âîññòàíàâëèâàòü òàáëèöó x ïî èçâåñòíîé òàáëèöå y = g(x).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì îáå òàáëèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ò.å. ïóñòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà a1, . . . , a9, c, à

ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà b1, . . . , b9, c.

×èñëî ai äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò âñåõ ÷èñåë â ñòðîêå ñ íîìåðîì i òàáëèöû y. Íî â

ëþáîé ñòðîêå òàáëèöû y ñòîÿò 9 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . 10}, ò.å. äëÿ



ai îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî âñå ÷èñëà a1, . . . , a9 îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöå y. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ñòîëáöû, îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåì ÷èñëà bj.

Åñëè ñðåäè âîññòàíîâëåííûõ ÷èñåë a1, . . . , a9 åñòü îäèíàêîâûå, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-

÷èå ñ óñëîâèåì, è ñëåäîâàòåëüíî òàáëèöû x, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâíåñòâó g(x) = y, íå

ñóùåñòâóåò. Åñëè æå âñå ai ðàçëè÷íû, è âñå bj ðàçëè÷íû, òî ÷èñëî c äîëæíî îòëè÷àòüñÿ

îò íèõ âñåõ, è òàêîå ÷èñëî òîæå åäèíñòâåííî.

Èòàê, åñëè òàáëèöà x ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå: åñëè x1, x2 ∈ S10 è x1 6= x2, òî g(x1) 6= g(x2). (Îòîáðàæåíèå g ñ òàêèì

ñâîéñòâîì â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì).

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò òàáëèöà y ∈ S9 òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ S10 : g(x) 6= y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàáëèöó y ∈ S9, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîé íàïèñàíû ïîä-

ðÿä ÷èñëà 1, 2, . . . , 9, à â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ � òå æå ÷èñëà, ñäâèãàåìûå ïî öèêëó

êàæäûé ðàç íà 1:

y =

1 2 3 . . . 2013 2014 2105

9 1 2 3 . . . 2013 2014

2014 9 1 2 3 . . . 2013
...

...
...

.

Âîññòàíàâëèâàÿ ïî íåé òàáëèöó x òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìû ïîëó÷àåì a1 =

a2 = · · · = a9 = 10, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî èñêîìîé òàáëèöû x íå

ñóùåñòâóåò.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå S9 áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì â

S10, ò.å. f(9) > f(10).

Ïðîèëëþñòðèðóåì íàãëÿäíî ïîñëåäíèé øàã ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû

âûïèñàëè â ðÿä âñå âîçìîæíûå òàáëèöû x1, . . . , xK èç ìíîæåñòâà S10. Ðàññìîòðèì ñëå-

äóþùóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèÿ g:

x1 x2 x3 . . . xK
↓ ↓ ↓ ↓

g(x1) g(x2) g(x3) . . . g(xK) y

Â ìíîæåñòâå S10 ðîâíî K ýëåìåíòîâ, è âñå îíè âûïèñàíû â âåðõíåì ðÿäó. Â íèæíåì

ðÿäó äëÿ êàæäîé òàáëèöû x âûïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà g(x), à òàêæå ïîñòðî-

åííàÿ â óòâåðæäåíèè 2 òàáëèöà y. Âñå òàáëèöû â íèæíåì ðÿäó ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

S9, è âñå îíè ïî äîêàçàííîìó ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî òàáëèö â ìíîæåñòâå

S9 áîëüøå, ÷åì â S10.

á) Äîêàæåì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè g : S6 → S5 â êàæäóþ òàáëèöó ìíîæåñòâà S5

îòîáðàæàåòñÿ áîëåå îäíîé òàáëèöû ìíîæåñòâà S6. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå

íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S5. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 4 ðàç-

ëè÷íûõ òàáëèö x ∈ S6 òàêèõ, ÷òî g(x) = y.



Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê â ï. à), èçîáðàçèì íàãëÿäíî ðàâåíñòâî g(x) = y:

Ïîêàæåì, êàê äëÿ çàäàííîé òàáëèöû y ∈ S5 ïîñòðîèòü íå ìåíåå 4 ðàçëè÷íûõ òàáëèö

x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó g(x) = y.

Â îáúåäèíåíèè ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû y íàïèñàíî 9 ÷èñåë (íå

îáÿçàòåëüíî âñå ðàçëè÷íûå), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 10}, êî-
òîðîãî íåò íè â ïåðâîé ñòðîêå, íè â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû y. Ïîëîæèì a1 è b1 ðàâíûìè

ýòîìó ÷èñëó. Ò.å. ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó a1 = b1.

Äëÿ i = 2, 3, . . . 5 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà ai òàê, ÷òîáû ÷èñëî ai
íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â i-é ñòðîêå òàáëèöû y, à òàêæå íå ðàâíÿëîñü óæå

âûáðàííûì ÷èñëàì a1, . . . , ai−1. Òàêîé âûáîð âñåãäà ñóùåñòâóåò, ò.ê. �çàïðåù¼ííûìè�

îêàçûâàþòñÿ âñåãäà íå áîëåå 5 + 4 = 9 ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íî äëÿ j = 2, 3, . . . 5 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà bj òàê, ÷òîáû

÷èñëî bj íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â j-ì ñòîëáöå òàáëèöû y, à òàêæå íå ðàâíÿëîñü

÷èñëàì b1, . . . , bj−1.

Ìû èçíà÷àëüíî âûáðàëè a1 = b1, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë ai, bj, i, j = 1 . . . 5, íå áîëåå

9 ðàçëè÷íûõ. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî c îòëè÷íûì îò íèõ âñåõ, è òåì ñàìûì

çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå òàáëèöû x. Ïîñòðîåííàÿ òàáëèöà x óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì

çàäà÷è è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S6, ïðè ýòîì g(x) = y.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ÷èñëà a2 çàïðåù¼ííûìè áûëè íå áîëåå 6 ÷èñåë (÷èñëà âî

âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû y è ÷èñëî a1). Ïîýòîìó èìåëîñü íå ìåíåå 4 ñïîñîáîâ âûáðàòü

÷èñëî a2, è âñå îíè ïðèâåëè áû ê ðàçëè÷íûì òàáëèöàì x. Ñëåäîâàòåëüíî òàêèõ òàáëèö

x, äëÿ êîòîðûõ g(x) = y, íå ìåíåå 4, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�/+) Â ïóíêòå à) äîêàçàíî, ÷òî f(9) ≥ f(10) (íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî).

(+/2) Ïîëíîñòüþ ðåø¼í îäèí èç ïóíêòîâ.

(+/�) Â îáîèõ ïóíêòàõ äîêàçàíî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå îáîèõ ïóíêòîâ.



Ìàòåìàòèêà � ðåøåíèÿ 11 êëàññ

1. Òðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ìîãóò ëè ýòè æå òðè ÷èñëà îêàçàòüñÿ òðåìÿ (íå îáÿçà-

òåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíûìè) ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

Îòâåò. Ìîãóò.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 1, q, q2, q3. Âûáåðåì q òàê, ÷òî-

áû ÷èñëà 1, q, q3 îáðàçîâûâàëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî 1 + q3 = 2q ⇔ (q2 + q − 1)(q − 1) = 0. Îäèí èç êîðíåé ýòîãî

óðàâíåíèÿ ðàâåí q =
√
5−1
2

. Ïðè òàêîì çíà÷åíèè q ÷èñëà 1, q, q3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

çàäà÷è.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

(+/2) çàäà÷à ÿâíî ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè èëè

âûøå îò çíàìåíàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íî íå äîêàçàíî èëè äîêàçàíî

íåâåðíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, îòëè÷íîãî îò 1.

(+/�) âåðíîå ðåøåíèå ñ íåáîëüøèìè íåäî÷åòàìè (íàïðèìåð, àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà,

íå âëèÿþùàÿ íà õîä ðåøåíèÿ)

(+) Âåðíîå ðåøåíèå.



2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC ñ óãëîì ∠B = 60◦ îïèñàíà îêðóæíîñòü. Êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Íà ëó÷àõ AB è

CB îòìåòèëè òî÷êè A0 è C0 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AA0 = AC = CC0. Äîêàæèòå, ÷òî

òî÷êè A0, C0, B1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé èìååì ∠ACB1 = ∠CAB1 =

∠ABC = 60◦, ò.å. òðåóãîëüíèê AB1C � ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà AA0 = AC = AB1, ò.å.

òðåóãîëüíèê A0AB1 ðàâíîáåäðåííûé. Åñëè îáîçíà÷èòü ∠BAC = α, ∠BCA = β, òî ïî-

ëó÷èì ∠AB1A0 = 180−(60+α)
2

= 120−α
2

. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∠AB1A0 < 60◦,

ò.å. òî÷êà A0 ðàñïîëîæåíà âíóòðè óãëà ∠AB1C, ñì. ðèñóíîê ñëåâà. Àíàëîãè÷íî4C0CB1

ðàâíîáåäðåííûé, è ∠CB1C0 =
120−β

2
. Ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà

∠AB1A0 + ∠CB1C0 =
240− (α + β)

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α + β = 120◦, ïîëó÷àåì ∠AB1A0 + ∠CB1C0 = 60◦ = ∠AB1C, ñëåäîâà-

òåëüíî ëó÷è B1A0 è B1C0 ñîâïàäàþò (ðèñóíîê ñïðàâà), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ëþáîå ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðè-

åâ.

(�.) Ðèñóíîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ: òî÷êè A0 è C0 âûáðàíû íå íà ëó÷àõ AB

è CB, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Äëÿ òàêîãî ðèñóíêà äîêàçàíà ðàâíîáåäðåííîñòü

òðåóãîëüíèêîâ 4C0CB1 è 4A0AB1.



(�/+) Äîêàçàíà ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêîâ 4C0CB1 è 4A0AB1.

(+/�) Ðèñóíîê, íå ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ: òî÷êè A0 è C0 âûáðàíû íå íà ëó÷àõ AB è

CB, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Äëÿ òàêîãî ðèñóíêà ïðèâåäåíî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.

(+) Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå



3. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé. Êðîìå

òîãî, ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) + f(10− x) = 4.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Ðåøåíèå.

à) Íàïðèìåð f(x) = 2 + cos
(
πx
10

)
. ×¼òíîñòü î÷åâèäíà, ïðîâåðèì âòîðîå óñëîâèå:

f(x) + f(10− x) = 4 + cos
(πx
10

)
+ cos

(
π(10− x)

10

)
= 4 + cos

(πx
10

)
+ cos

(
π − πx

10

)
= 0,

ò.ê. cos(π − α) = − cos(α).

á) Èç ÷¼òíîñòè ïîëó÷àåì f(10− x) = f(x− 10), ò.å.

f(x) + f(x− 10) = 4

ïðè ëþáîì x. Ïîäñòàâèâ ñþäà x+ 10 è x+ 20 âìåñòî x, ïîëó÷èì

f(x+ 10) + f(x) = 4,

f(x+ 20) + f(x+ 10) = 4.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ïåðâîå, ïîëó÷àåì f(x + 20)− f(x) = 0 ïðè ëþáîì x, ò.å. ôóíêöèÿ

ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 20.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) ëþáîå ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé. Äîïóñêàåòñÿ

ïðèìåð â âèäå ãðàôèêà, åñëè â ðåøåíèè äàíî èñ÷åðïûâàþùåå è ïîäðîáíîå îïèñà-

íèå ãðàôèêà ñ óêàçàíèåì âñåõ êëþ÷åâûõ òî÷åê.

(�/+) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëîâèé.

(+/2) ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è íåñòðîãîå ðåøåíèå ïóíêòà á, îñíî-

âàííîå íà ñèììåòðèÿõ

ÈËÈ

ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è ðåøåíèå ïóíêòà á ñ ïðîïóùåííûì

øàãîì

(+/�) Ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á)

ÈËÈ

ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé è íåñòðîãîå ðåøåíèå ïóíêòà á, îñíîâàííîå íà ñèì-

ìåòðèÿõ

ÈËÈ

ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïðîâåðêîé è ðåøåíèå ïóíêòà á ñ ïðîïóùåííûì øàãîì

(+.) Ïðèìåð ôóíêöèè áåç ïðîâåðêè è ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á).

(+) Ïóíêò à: âåðíûé ïðèìåð ñ ïðîâåðêîé âñåõ óñëîâèé è ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà á)



4. Ïåòÿ õî÷åò ïðîâåðèòü çíàíèÿ ñâîåãî áðàòà Êîëè � ïîáåäèòåëÿ îëèìïèàäû �Âûñøàÿ

ïðîáà� ïî ìàòåìàòèêå. Äëÿ ýòîãî Ïåòÿ çàäóìàë òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, è âû÷èñ-

ëèë x =ÍÎÄ(a, b), y =ÍÎÄ(b, c), z =ÍÎÄ(c, a). Çàòåì îí íàïèñàë íà äîñêå òðè ðÿäà ïî

ïÿòü ÷èñåë â êàæäîì:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Ïåòÿ ñîîáùèë Êîëå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë â ïåðâîì ðÿäó ðàâíî x, îäíî èç ÷èñåë âî âòîðîì

ðÿäó ðàâíî y, îäíî èç ÷èñåë â òðåòüåì ðÿäó ðàâíî z, è ïîïðîñèë óãàäàòü ÷èñëà x, y, z.

Ïîäóìàâ íåñêîëüêî ìèíóò, Êîëÿ ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé, ïðàâèëüíî íàçâàâ âñå òðè ÷èñëà.

Íàçîâèòå èõ è âû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ òðîéêà (x, y, z).

Îòâåò. x = 8, y = 14, z = 18.

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà. Åñëè äâà èç ÷èñåë x, y, z äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òî è

òðåòüå äåëèòñÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðèìåð x è y äåëÿòñÿ íà m. x
...m⇒ a

...m, b
...m

y
...m⇒ b

...m, c
...m.

⇒

 a
...m

c
...m

⇒ z
...m.

Ñëåäñòâèå: åñëè îäíî èç ÷èñåë x, y, z íå äåëèòñÿ íà m, òî èç îñòàâøèõñÿ äâóõ õîòÿ

áû îäíî òîæå íå äåëèòñÿ íà m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äàííûå â çàäà÷å ÷èñëà:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ âñå ÷èñëà ÷¼òíûå, ò.å. x
...2, y

...2 ⇒ z
...2 ⇒ z = 18

èëè z = 42. Äàëåå, îáà ÷èñëà 18 è 42 äåëÿòñÿ íà 3, ò.å. z
...3. Âî âòîðîé ñòðîêå íåò ÷èñåë,

äåëÿùèõñÿ íà 3, ò.å. y 6 ...3 ⇒ x 6 ...3 ⇒ x = 8. Äàëåå, x
...4, z 6 ...4 ⇒ y 6 ...4 ⇒ y = 14. Íàêîíåö

y
...7, x 6 ...7⇒ z 6 ...7⇒ z = 18.

Çíà÷åíèÿ x = 8, y = 14, z = 18 âîçìîæíû, íàïðèìåð, ïðè a = 72, b = 56, c = 126.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå, íå ñîîòâåòñòâóþùåå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�.) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà îäíî ÷èñëî.

(�/+) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà äâà ÷èñëà

ÈËÈ

ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èëè ðàâíîñèëüíàÿ ëåììå èç ïðè-

âåä¼ííîãî âûøå ðåøåíèÿ.



(+/2) Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà òðè ÷èñëà.

(+.) Ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èëè ðàâíîñèëüíàÿ ëåììå èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ðåøåíèÿ,

èñïîëüçóåòñÿ â ðàññóæäåíèÿõ, íî íèêàê íå äîêàçàíà.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå: ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò è äîêàçàíà åãî åäèíñòâåííîñòü.



5. Äâà êîðèäîðà âûñîòîé è øèðèíîé â 1 ì èäóò ïåðïåíäèêóëÿðíî äðóã äðóãó ïî ïåðâîìó

è âòîðîìó ýòàæó çäàíèÿ. Ðàçäåëÿþùåå èõ ïåðåêðûòèå ðàçîáðàíî, îáðàçóÿ äûðó 1 ×
1 ì â ïîëó îäíîãî è ïîòîëêå äðóãîãî. Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà áàëêè, êîòîðóþ

ìîæíî ïåðåäàòü èç îäíîãî êîðèäîðà â äðóãîé ÷åðåç äûðó? (Áàëêó ñ÷èòàòü íåãíóùèìñÿ

îòðåçêîì íóëåâîé òîëùèíû. Òîëùèíà ïåðåêðûòèÿ òàêæå ðàâíà íóëþ, ò.å. ïîë âåðõíåãî

êîðèäîðà è ïîòîëîê íèæíåãî êîðèäîðà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè.)

Îòâåò. 1
2
· (2 + 3

√
4)

3
2 .

Ðåøåíèå.

Ïóñòü A è B � êîíöû áàëêè, ïðè÷¼ì B � íèæíèé êîíåö, êîòîðûé ïåðâûì ïîïàäàåò

â íèæíèé êîðèäîð (ñ÷èòàåì, ÷òî áàëêó ïåðåäàþò èç âåðõíåãî êîðèäîðà â íèæíèé).

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè d = 1
2
· (2 + 3

√
4)

3
2 � óêàçàííóþ â îòâåòå äëèíó áàëêè, PQRS

� êâàäðàò, îáðàçóþùèé äûðó.

Ðåøåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé: I � ìû ïîêàæåì, êàê ïåðåäàòü áàëêó óêà-

çàííîé â îòâåòå äëèíû, è II � äîêàæåì, ÷òî áàëêó áîëüøåé äëèíû íåëüçÿ ïåðåäàòü

íèêàêèì ñïîñîáîì.

I. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñòåíà âåðõíåãî êî-

ðèäîðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè Q,R, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîòîëêîì âåðõíåãî êîðèäîðà ïî

ïðÿìîé a (ñì. ðèñóíîê). Ñòåíà íèæíåãî êîðèäîðà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè R, S, ïåðåñåêàåòñÿ

ñ ïîëîì íèæíåãî êîðèäîðà ïî ïðÿìîé b. Q1, R1 � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê Q,R

íà ïðÿìóþ a, R2, S2 � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê R, S íà ïðÿìóþ b. A0, B0 � òî÷êè

íà ïðÿìûõ a, b ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî
−−−→
A0Q1 =

−−−→
Q1R1 è

−−−→
B0S2 =

−−−→
S2R2. Îòðåçêè PA0

è PB0 ïàðàëëåëüíû îòðåçêó Q1S, ïîýòîìó òî÷êè P,A0, B0 ëåæàò âäîëü îäíîé ïðÿìîé,

ïðè÷¼ì PA0 = PB0 =
√
3.



Ïåðåìåùåíèå áàëêè áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ øàãîâ (ñì. ðèñóíêè (1)-(4) âûøå):

(1) Ðàñïîëîæèì áàëêó òàê, ÷òîáû å¼ êîíåö A ëåæàë íà ïðÿìîé a, à êîíåö B íàõî-

äèëñÿ â òî÷êå P .

(2) Áóäåì ïåðåìåùàòü å¼ êîíåö A âäîëü ïðÿìîé a, òàê ÷òîáû ñàìà áàëêà âñ¼ âðåìÿ

ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó P .

(3) Òàêîå ïåðåìåùåíèå áóäåì ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà òî÷êà A íå ñîâïàä¼ò ñ

A0. Â ýòîò ìîìåíò áàëêà ðàñïîëîæèòñÿ âäîëü ïðÿìîé A0B0.

(4) Çàòåì áóäåì äâèãàòü áàëêó âäîëü ïðÿìîé A0B0, äî òåõ ïîð, ïîêà òî÷êà B íå

ñîâïàä¼ò ñ B0.

(5) Íàêîíåö áóäåì äâèãàòü òî÷êó B âäîëü ïðÿìîé b, òàê, ÷òîáû âñÿ áàëêà ïî ïðåæ-

íåìó ïðîõîäèëà ÷åðåç P , äî òåõ ïîð, ïîêà âñÿ áàëêà íå îêàæåòñÿ â íèæíåì êîðèäîðå.

Êëþ÷åâîé ôàêò, êîòîðûé íóæíî ïðîâåðèòü � ÷òî òàêîå ïåðåìåùåíèå îñóùåñòâè-

ìî, ò.å. ÷òî áàëêà âñ¼ âðåìÿ áóäåò íàõîäèòüñÿ öåëèêîì âíóòðè êîðèäîðîâ. Î÷åâèäíî

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî òîëüêî äëÿ øàãîâ (1) � (3)

Ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòü δ ÷åðåç ïðÿìóþ a è òî÷êó P . Íà ïðîòÿæåíèè âñåõ øàãîâ (1) �

(4) áàëêà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïëîñêîñòè δ, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî èññëåäîâàòü äâèæåíèå

áàëêè îòäåëüíî â ýòîé ïëîñêîñòè (ðèñóíîê íèæå). Ïóñòü AQ1 = x. Ïðîäëèì ïðÿìóþ AP

äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòåíîé íèæíåãî êîðèäîðà â òî÷êåX. Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ

APQ1 è AXR1 íåñëîæíî íàéòè AX = x+1
x
·
√
2 + x2. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ðàâíà

x3−2
x2
√
2+x2

. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 3
√
2. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî çíà÷åíèå â âûðàæåíèå äëÿ AX, ïîëó÷àåì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé min(AX) = d (íà-

ïîìíèì, d îáîçíà÷àåò ÷èñëî, óêàçàííîå â îòâåòå). Òàêèì îáðàçîì äëèíà AX âñ¼ âðåìÿ

íå ìåíüøå äëèíû áàëêè (â ÷àñòíîñòè ïðè x = 1 AX = 2
√
3 > d), ò.å. òî÷êà B íèêîãäà íå

âûõîäèò çà ïðåäåëû îòðåçêà AX, à çíà÷èò è çà ïðåäåëû êîðèäîðîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

II. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî áàëêó äëèíû áîëüøå d íåâîçìîæíî ïåðåäàòü èç îäíîãî êî-

ðèäîðà â äðóãîé íèêàêèì ñïîñîáîì. Ïóñòü O � òî÷êà áàëêè, äåëÿùàÿ å¼ â îòíîøåíèè



AO : OB = 3
√
2 : 1. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå áàëêè íåïðåðûâíî, ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïåðå-

äà÷è âîçíèêíåò ìîìåíò, êîãäà òî÷êà O îêàæåòñÿ â ïëîñêîñòè PQRS. Ïîêàæåì, ÷òî â

ýòîò ìîìåíò äëèíà áàëêè íå ìîæåò áûòü áîëüøå d.

Ïóñòü α è β � âåðòèêàëüíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O ïàðàëëåëüíî îñÿì âåðõ-

íåãî è íèæíåãî êîðèäîðà ñîîòâåòñòâåííî, zA � ðàññòîÿíèå îò A äî ïëîñêîñòè PQRS,

xA � ðàññòîÿíèå îò A äî α, yA � ðàññòîÿíèå îò A äî β, zB, xB, yB � àíàëîãè÷íûå ðàñ-

ñòîÿíèÿ äëÿ òî÷êè B. (Íà ðèñóíêå íèæå ñëåâà èçîáðàæ¼í �âèä ñâåðõó� â ïðîåêöèè íà

ïëîñêîñòü PQRS, ïëîñêîñòè α è β ïðîåöèðóþòñÿ â ïðÿìûå, îòðåçêè zA è zB íå âèä-

íû, ò.ê. ïðîåöèðóþòñÿ â òî÷êè A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà O íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè

PQRS).

Î÷åâèäíî zA : zB = xA : xB = yA : yB = 3
√
2 : 1. Êðîìå òîãî, xA ≤ 1, yB ≤ 1, zA ≤ 1.

Òîãäà äëèíà âñåé áàëêè

AB = (1+
3
√
2)·
√
x2B + y2B + z2B = (1+

3
√
2)·

√
x2A
3
√
4
+ y2B +

z2A
3
√
4
≤ (1+

3
√
2)·

√
1
3
√
4
+ 1 +

1
3
√
4
= d.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïðîäâèæåíèé â ïðàâèëüíîì íàâïðàâëåíèè, à òàê æå ëþ-

áîå ðåøåíèå, â êîòîðîì óêàçàí îòâåò 2
√
3.

(�/+) Èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ (àëãîðèòì ïðîòàñêèâàíèÿ áàëêè ÷åðåç îòâåð-

ñòèå) è ïîïûòêà (íå äîâåä¼ííàÿ äî êîíöà) ñîñòàâëåíèÿ ôóíêöèè, âûðàæàþùåé

äëèíó îòðåçêà AX ÷åðåç ïåðåìåííóþ.

(+/�) Â çàäà÷å ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò è ïîêàçàíî, ÷òî áàëêó òàêîé äëèíû ìîæíî

ïåðåäàòü. Îäíàêî íå äîêàçàíî, ÷òî áàëêó áîëüøåé äëèíû ïåðåäàòü íåëüçÿ.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå (îòâåò + ñïîñîá ïðîòàñêèâàíèÿ áàëêè + äîêàçàòåëüñòâî ìàêñè-

ìàëüíîñòè).



6. Òàáëèöà n × n çàïîëíÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2016 òàê, ÷òîáû íè â

îäíîé ñòðîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íå áûëî äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñîâïàäåíèå ÷èñåë,

ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ, äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü f(n) - êîëè÷åñòâî òàêèõ

ðàññòàíîâîê. Íàïðèìåð f(1) = 2016, f(2017) = 0.

à) ×òî áîëüøå, f(2015) èëè f(2016)?

á) ×òî áîëüøå, f(1008) èëè f(1009)?

Îòâåò. à) f(2015) > f(2016), á) f(1009) > f(1008).

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî âñåõ òðåáóåìûõ ðàññòàíîâîê äëÿ òàáëèöû

n× n. Òîãäà f(n) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Sn.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ g íàä òàáëèöåé, çàêëþ÷àþùóþñÿ â óäàëåíèè ïîñëåäíåãî (êðàéíåãî

ïðàâîãî) ñòîëáöà è ïîñëåäíåé (êðàéíåé íèæíåé) ñòðîêè òàáëèöû. Ïðèìåð:

t =

1 12 3 17

2015 17 1 8

100 2 101 56

101 4 6 12

g(t) =

1 12 3

2015 17 1

100 2 101

.

Î÷åâèäíî, åñëè t ∈ Sn, òî g(t) ∈ Sn−1.

à) Ìû äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g : S2016 → S2015 ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì (ñìûñë

òåðìèíà áóäåò ðàçúÿñí¼í äàëåå), è ïðè ýòîì åãî îáðàç íå ïîêðûâàåò âñåãî ìíîæåñòâà

S2015. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S2015. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

òàáëèöû x ∈ S2016 òàêîé, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âîññòàíàâëèâàòü òàáëèöó x ïî èçâåñòíîé òàáëèöå y = g(x).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì îáå òàáëèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ò.å. ïóñòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà a1, . . . , a2015, c,

à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà b1, . . . , b2015, c.

×èñëî ai äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò âñåõ ÷èñåë â ñòðîêå ñ íîìåðîì i òàáëèöû y. Íî â ëþ-

áîé ñòðîêå òàáëèöû y ñòîÿò 2015 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . 2016}, ò.å. äëÿ
ai îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî âñå ÷èñëà a1, . . . , a2015 îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöå y. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ñòîëáöû, îäíîçíà÷íî

âîññòàíàâëèâàåì ÷èñëà bj.



Åñëè ñðåäè âîññòàíîâëåííûõ ÷èñåë a1, . . . , a2015 åñòü îäèíàêîâûå, ïîëó÷àåì ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ óñëîâèåì, è ñëåäîâàòåëüíî òàáëèöû x, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâíåñòâó g(x) = y, íå

ñóùåñòâóåò. Åñëè æå âñå ai ðàçëè÷íû, è âñå bj ðàçëè÷íû, òî ÷èñëî c äîëæíî îòëè÷àòüñÿ

îò íèõ âñåõ, è òàêîå ÷èñëî òîæå åäèíñòâåííî.

Èòàê, åñëè òàáëèöà x ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå: åñëè x1, x2 ∈ S2016 è x1 6= x2, òî g(x1) 6= g(x2). (Îòîáðàæåíèå g ñ òàêèì

ñâîéñòâîì â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì).

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò òàáëèöà y ∈ S2015 òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ S2016 : g(x) 6=
y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàáëèöó y ∈ S2015, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîé íàïèñàíû

ïîäðÿä ÷èñëà 1, 2, . . . , 2015, à â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ � òå æå ÷èñëà, ñäâèãàåìûå ïî öèêëó

êàæäûé ðàç íà 1:

y =

1 2 3 . . . 2013 2014 2105

2015 1 2 3 . . . 2013 2014

2014 2015 1 2 3 . . . 2013
...

...
...

.

Âîññòàíàâëèâàÿ ïî íåé òàáëèöó x òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìû ïîëó÷àåì a1 =

a2 = · · · = a2015 = 2016, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî èñêîìîé òàáëèöû x

íå ñóùåñòâóåò.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå S2015 áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì

â S2016, ò.å. f(2015) > f(2016).

Ïðîèëëþñòðèðóåì íàãëÿäíî ïîñëåäíèé øàã ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû

âûïèñàëè â ðÿä âñå âîçìîæíûå òàáëèöû x1, . . . , xK èç ìíîæåñòâà S2016. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèÿ g:

x1 x2 x3 . . . xK
↓ ↓ ↓ ↓

g(x1) g(x2) g(x3) . . . g(xK) y

Â ìíîæåñòâå S2016 ðîâíî K ýëåìåíòîâ, è âñå îíè âûïèñàíû â âåðõíåì ðÿäó. Â íèæ-

íåì ðÿäó äëÿ êàæäîé òàáëèöû x âûïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà g(x), à òàêæå

ïîñòðîåííàÿ â óòâåðæäåíèè 2 òàáëèöà y. Âñå òàáëèöû â íèæíåì ðÿäó ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó S2015, è âñå îíè ïî äîêàçàííîìó ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî òàá-

ëèö â ìíîæåñòâå S2015 áîëüøå, ÷åì â S2016.

á) Äîêàæåì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè g : S1009 → S1008 â êàæäóþ òàáëèöó ìíîæå-

ñòâà S1008 îòîáðàæàåòñÿ áîëåå îäíîé òàáëèöû ìíîæåñòâà S1009. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S1008. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 1007

ðàçëè÷íûõ òàáëèö x ∈ S1009 òàêèõ, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê â ï. à), èçîáðàçèì íàãëÿäíî ðàâåíñòâî g(x) = y:



Ïîêàæåì, êàê äëÿ çàäàííîé òàáëèöû y ∈ S1008 ïîñòðîèòü íå ìåíåå 1007 ðàçëè÷íûõ

òàáëèö x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó g(x) = y.

Â îáúåäèíåíèè ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû y íàïèñàíî 2015 ÷èñåë (íå

îáÿçàòåëüíî âñå ðàçëè÷íûå), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 2016},
êîòîðîãî íåò íè â ïåðâîé ñòðîêå, íè â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû y. Ïîëîæèì a1 è b1
ðàâíûìè ýòîìó ÷èñëó. Ò.å. ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó a1 = b1.

Äëÿ i = 2, 3, . . . 1008 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà ai òàê, ÷òîáû ÷èñëî ai
íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â i-é ñòðîêå òàáëèöû y, à òàêæå íå ðàâíÿëîñü óæå

âûáðàííûì ÷èñëàì a1, . . . , ai−1. Òàêîé âûáîð âñåãäà ñóùåñòâóåò, ò.ê. �çàïðåù¼ííûìè�

îêàçûâàþòñÿ âñåãäà íå áîëåå 1008 + 1007 = 2015 ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íî äëÿ j = 2, 3, . . . 1008 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà bj òàê,

÷òîáû ÷èñëî bj íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â j-ì ñòîëáöå òàáëèöû y, à òàêæå íå

ðàâíÿëîñü ÷èñëàì b1, . . . , bj−1.

Ìû èçíà÷àëüíî âûáðàëè a1 = b1, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë ai, bj, i, j = 1 . . . 1008, íå áîëåå

2015 ðàçëè÷íûõ. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî c îòëè÷íûì îò íèõ âñåõ, è òåì ñàìûì

çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå òàáëèöû x. Ïîñòðîåííàÿ òàáëèöà x óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì

çàäà÷è è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S1009, ïðè ýòîì g(x) = y.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ÷èñëà a2 çàïðåù¼ííûìè áûëè íå áîëåå 1009 ÷èñåë (÷èñëà âî

âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû y è ÷èñëî a1). Ïîýòîìó èìåëîñü íå ìåíåå 1007 ñïîñîáîâ âûáðàòü

÷èñëî a2, è âñå îíè ïðèâåëè áû ê ðàçëè÷íûì òàáëèöàì x. Ñëåäîâàòåëüíî òàêèõ òàáëèö

x, äëÿ êîòîðûõ g(x) = y, íå ìåíåå 1007, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.

(�) Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

(�/+) Â ïóíêòå à) äîêàçàíî, ÷òî f(2015) ≥ f(2016) (íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî).

(+/2) Ïîëíîñòüþ ðåø¼í îäèí èç ïóíêòîâ.

(+/�) Â îáîèõ ïóíêòàõ äîêàçàíî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

(+) Âåðíîå ðåøåíèå îáîèõ ïóíêòîâ.


