
Математика           7 класс 

Всероссийская олимпиада школьников "Высшая проба" 2020, 2 этап 

Время выполнения задания - 240 минут. 

 Максимальная оценка за каждую задачу — 20 баллов. Максимальная оценка 
за всю работу - 100 баллов. Если сумма баллов, набранных участником по всем 
задачам, превосходит 100, его итоговая оценка равна 100. 

 
1. В самолёте летят жители города лжецов и жители города рыцарей. Рыцари всегда 

говорят правду, а лжецы всегда обманывают. Все пассажиры сели в ряды по 4 
человека, и бортпроводник задал каждому пассажиру один и тот же вопрос. «Верно 
ли, что в вашем ряду столько же Ваших земляков, сколько жителей другого города?» 
Прозвучало ровно 70 утвердительных ответов. Сколько лжецов летит в самолёте? 
Человек считается своим собственным земляком. 

 

2. Имеется пять гирь различного веса, каждая из которых весит целое число граммов. 
Известно, что две самые тяжёлые гири весят в два раза больше трёх других, а три 
самые тяжёлые гири весят в восемь раз больше двух других. Найдите наименьшее 
возможное значение суммарного веса всех гирь.  

 

3. Имеется дробь 1/n. Семиклассник Семёнов каждую минуту прибавляет к её 
числителю и знаменателю по 1 и смотрит, можно ли сократить полученную дробь. 
Семёнов утверждает, что первый раз сократимая дробь получилась после 1000 
шагов. Стоит ли ему верить?  

 

4. В выпуклом четырёхугольнике ABCD выполнено AB=BC=CD, и каждая из 
диагоналей равна какой-то стороне. Найдите углы четырёхугольника. (Ответ нужно 
выразить в градусах) 

 

5. Вершины 2019-угольника покрашены в два цвета: 1010 синих и 1009 красных. 
Сторона с двумя красными вершинами помечена числом 2, сторона с двумя синими 
вершинами помечена числом 1/2, а сторона с разноцветными вершинами помечена 
числом 1. Найдите все возможные значения произведения всех чисел, которыми 
помечены стороны. 

 

6. Имеется клетчатая доска (2n+1)×(2n+1). В центральной клетке сидит таракан. 
Семиклассник Семён хочет убить таракана и кидает в него камешками (не 
обязательно на ту самую клетку, где находится таракан). Пока камешек летит, 
таракан перебегает в любую соседнюю по стороне клетку. Камешек, попавший на 
клетку с тараканом, убивает его. Если камешек попал на пустую клетку (без 
таракана), то на эту клетку таракан заползать больше никогда не будет. (В частности, 
если во все соседние с тараканом клетки уже попадали камешки, то таракан больше 
никуда не перебегает.) Как только таракан попадает на край доски, Семён утрачивает 
к нему интерес и перестаёт кидаться камешками. Найдите наименьший размер 
доски, при котором Семён гарантированно добьётся своего. 



Математика           8 класс 

Всероссийская олимпиада школьников "Высшая проба" 2020, 2 этап 

Время выполнения задания - 240 минут. 

 Максимальная оценка за каждую задачу — 20 баллов. Максимальная оценка 
за всю работу - 100 баллов. Если сумма баллов, набранных участником по всем 
задачам, превосходит 100, его итоговая оценка равна 100. 

1. В самолёте летят жители города лжецов и жители города рыцарей. Рыцари всегда 
говорят правду, а лжецы всегда обманывают. Все пассажиры сели в ряды по 4 
человека, и бортпроводник задал каждому пассажиру один и тот же вопрос. «Верно 
ли, что в вашем ряду столько же Ваших земляков, сколько жителей другого города?» 
Прозвучало ровно 70 утвердительных ответов. Сколько лжецов летит в самолёте? 
Человек считается своим собственным земляком. 
 

2. Имеется дробь 1/n. Восьмиклассник Вася каждую минуту прибавляет к её числителю 
и знаменателю по 1 и смотрит, можно ли сократить полученную дробь. Вася 
утверждает, что первый раз сократимая дробь получилась после 1000 шагов. Стоит 
ли ему верить?  

 

3. Имеется прямоугольный параллелепипед. Вася считает, что при увеличении каждого 
из его рёбер на 1 см полная поверхность параллелепипеда увеличится на 9 см2, а 
объём увеличится на 5 см3. Может ли он оказаться прав?  
Замечание. Прямоугольный параллелепипед – пространственная фигура, 
напоминающая куб, но, рёбра, выходящие из одной вершины, у неё могут иметь 
различную длину. Её объём равен произведению длин трёх рёбер, выходящих из 
одной вершины.    
 

4. На стороне BC параллелограмма ABCD выбрана точка M так, что равнобедренным 
оказался каждый из треугольников ABM, AMD, CDM.  Найдите все возможные 
значения углов параллелограмма при этих условиях. (Ответ нужно выразить в 
градусах).  
 

5. Вершины 2019-угольника покрашены в два цвета: 1010 синих и 1009 красных. 
Сторона с двумя красными вершинами помечена числом 2, сторона с двумя синими 
вершинами помечена числом 1/2, а сторона с разноцветными вершинами помечена 
числом 1. Найдите все возможные значения произведения всех чисел, которыми 
помечены стороны. 

 

6. Рассматриваются наборы из семи гирь с суммарным весом 1 (вес каждой гири 
неотрицателен). Назовем поднабор большим, если сумма весов гирь поднабора 
больше или равна 2/3. Для каждого поднабора найдём число больших поднаборов. 
Найдите минимум этого числа по всем наборам.  
 

 



áàëëû çàäà÷è

12

1. Â òàáëèöå 9×9 ðàññòàâëåíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóì-
ìà êîòîðûõ ðàâíà 2S. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà âîç-
ðàñòàþò ñëåâà íàïðàâî, à â êàæäîì ñòîëáöå - ñíèçó ââåðõ. Ìîæåò
ëè ñóììà ÷èñåë â öåíòðàëüíîì êâàäðàòå 5× 5 áûòü áîëüøå S?

15
2. Äàí îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî ðàäèóñû

âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC ðàâíû.
Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè AC è BD.

15

3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .
êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ðàâíî ñóììå äâóõ
ïðåäûäóùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è íåò íè îä-
íîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ÷èñëà 7.

20

4. Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî äëè-
íû âñåõ ðåáåð èððàöèîíàëüíû, à îáúåì, ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü è
á�îëüøàÿ äèàãîíàëü � ÷èñëà öåëûå? (Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëå-

ïèïåä � ýòî ôèãóðà â ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìàÿ íåðàâåíñòâàìè
0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c, ãäå a, b, c > 0 � ôèêñèðîâàí-
íûå ÷èñëà. Á�îëüøàÿ äèàãîíàëü � ýòî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè ïàðàëëåëåïèïåäà.)

32

5. Äàíî íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 1. Ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà S. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî
âûáðàòü íåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì
n < 100 ñóììà âûáðàííûõ ÷èñåë îòëè÷àëàñü îò nS

100
íå áîëåå ÷åì

íà 1
100

.

28

6. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íàáîðû èç ñåìè ãèðü ñ ñóììàðíûì âåñîì 1 (âåñ
êàæäîé ãèðè íåîòðèöàòåëåí). Íàçîâåì ïîäíàáîð áîëüøèì, åñëè
ñóììà âåñîâ ãèðü ïîäíàáîðà áîëüøå èëè ðàâíà 2/3. Äëÿ êàæäî-
ãî íàáîðà íàéäåì ÷èñëî áîëüøèõ ïîäíàáîðîâ. Íàéäèòå ìèíèìóì
ýòîãî ÷èñëà ïî âñåì íàáîðàì.

7. Äàíû m ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà: A1, . . . , Am.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Ai| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ai. Ðàññìîò-
ðèì íåðàâåíñòâî

n2

m
i,j,k=1

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≥ (|A1|+ · · ·+ |Am|)3,

â êîòîðîì èíäåêñû i, j, k ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî m, òî
åñòü â ñóììå âñåãî m3 ñëàãàåìûõ.

15 à) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè m = 3.

25 á) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì m.

Математика                                                                                                                9-10 класс

Всероссийская олимпиада школьников "Высшая Проба" 2020, 2 этап

Математика 9-10 класс
(Этап длится 240 минут. Итог подводится по трём задачам, по которым 
достигнуты наилучшие результаты; баллы за пункты одной задачи суммируются.)



áàëëû çàäà÷è

12

1. Íà äîñêå íàïèñàíà ñèñòåìà èç 12 ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñ 6
íåèçâåñòíûìè x1, x2, x3, x4, x5, x6. Êàæäîå óðàâíåíèå èìååò âèä
xi + xj + xk = 0, ãäå i ̸= j ̸= k (ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ íåèç-
âåñòíûõ ðàâíà íóëþ). Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó ñèñòåìû
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé?

15
2. Äàí îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî ðàäèóñû

âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC ðàâíû.
Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè AC è BD.

18

3. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå c, ïðè êîòîðûõ ñóììà äåâÿòûõ ñòåïå-
íåé êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 − x+ c = 0 ðàâíà íóëþ, è ñóììà ïÿòíà-
äöàòûõ ñòåïåíåé òîæå ðàâíà íóëþ. Çàìå÷àíèå: êîðíè ìîãóò áûòü
êîìïëåêñíûìè.

25

4. Òî÷êè P è Q ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ BC è CD êâàä-
ðàòà ABCD. Ïðÿìûå AP è AQ ïåðåñåêàþò BD â òî÷êàõ M è
N ñîîòâåòñòâåííî, à ïðÿìûå PN è QM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H.
Äîêàæèòå, ÷òî AH ⊥ PQ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè P ,
Q, M , N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

32

5. Äàíî íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 1. Ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà S. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî
âûáðàòü íåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì
n < 100 ñóììà âûáðàííûõ ÷èñåë îòëè÷àëàñü îò nS

100
íå áîëåå ÷åì

íà 1
100

.

28

6. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ñ ðåáðîì, ðàâíûì 8, îòìå÷åíû 25 ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê: 4 âåðøèíû è 21 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè òåòðà-
ýäðà. Íèêàêèå 4 îòìå÷åííûå òî÷êè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ
òî÷êàõ, îáúåì êîòîðîãî ìåíüøå åäèíèöû.

7. Äàíû m ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà: A1, . . . , Am.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Ai| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ai. Ðàññìîò-
ðèì íåðàâåíñòâî

n2

m
i,j,k=1

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≥ (|A1|+ · · ·+ |Am|)3,

â êîòîðîì èíäåêñû i, j, k ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî m, òî
åñòü â ñóììå âñåãî m3 ñëàãàåìûõ.

15 à) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè m = 3.

25 á) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì m.

Математика 11 класс

Всероссийская олимпиада школьников "Высшая Проба" 2020, 2 этап

Математика 11 класс
(Этап длится 240 минут. Итог подводится по трём задачам, по которым 
достигнуты наилучшие результаты; баллы за пункты одной задачи суммируются.)


