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Ðåøåíèÿ çàäà÷. Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

9 êëàññ

1. Ïàðàáîëà y = x2−20x+c, ãäå c 6= 0, ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êàõ
A è B, à îñü Oy â òî÷êå C. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè A è C ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = −x. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò: 231.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó y(0) = c, èìååì C(0, c) è A(−c, 0). Ïîýòîìó

îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x2−20x+c = 0 ðàâåí−c, ò. å. c2+20c+c = 0,
îòêóäà c = −21, x1 = 21. Ïî òåîðåìå Âèåòà, x1 + x2 = 20. Çíà÷èò,
x2 = −1. Äëèíà îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà ðàâíà x1−x2 = 22, à âûñîòà
21.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

2. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m, äëÿ êîòîðûõ

(n+ 1)(2n+ 1) = 18m2.

Îòâåò: èõ íåò.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 18m2 = (n + 1)(2n + 1) > 2n2, 9m2 > n2 è

n < 3m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè n 6 3m− 1, òî

(n+ 1)(2n+ 1) 6 3m(6m− 1) < 18m2.

Çíà÷èò, n > 3m − 1. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî 3m − 1 < n < 3m. Ýòî íåâîç-
ìîæíî.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíû è äðóãèå ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî n, òî ïîëó÷èì äèñ-
êðèìèíàíò 144m2 + 1, íå ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòîì ïðè íàòóðàëüíîì
m. Åù¼ îäíî ðåøåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿ î òîì, ÷òî n + 1 è
2n+ 1 � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

3. ABC � òðåóãîëüíèê. Òî÷êà Q � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC, à íà
îòðåçêå AB îòìå÷åíà òî÷êà P , ïðè ýòîì AP = 2PB. Îêàçàëîñü, ÷òî
CP = 2PQ. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ABC ïðÿìîé.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ñåðåäèíà îòðåçêà AP . Òîãäà TQ �
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåãîëüíèêà APC, îòêóäà TQ = PC

2
= PQ. Ïîýòîìó

òðåóãîëüíèê PQT ðàâíîáåäðåííûé.

Åãî ìåäèàíà QH ïåðïåíäèêóëÿðíà AB. Ïîñêîëüêó AT = PB, òî÷-
êà H áóäåò ñåðåäèíîé íå òîëüêî îòðåçêà TP , íî è îòðåçêà AB. Çíà-
÷èò, QH � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC è QH ‖ CB. Òîãäà è
CB ⊥ AB.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

4. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, p+q = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

pa2 + qb2 > pqc2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

pa2 + (1− p)b2 > p(1− p)c2,

èëè
c2p2 + (a2 − b2 − c2)p+ b2 > 0.

Ñëåâà � êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî p. Ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò ïîëîæèòåëüíûé. Äîêàæåì, ÷òî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëüíûé
(îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ãðàôèê êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ëåæèò
âûøå îñè àáñöèññ, ò. å. íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ p).

D = (a2 − b2 − c2)2 − 4b2c2 = (a2 − b2 − c2 − 2bc)(a2 − b2 − c2 + 2bc) =

= (a2 − (b+ c)2)(a2 − (b− c)2) =

= (a− (b+ c))(a+ b+ c)(a+ c− b)(a+ b− c).



Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, ïåðâàÿ ñêîáêà îòðèöàòåëüíà, à ïîñëåä-
íèå äâå ïîëîæèòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Åñëè çàäà÷à ñâåäåíà ê èñ-
ñëåäîâàíèþ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà, íî äèñêðèìèíàíò íå óäàëîñü ðàç-
ëîæèòü íà ìíîæèòåëè, 2 áàëëà.

4. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, p+q = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

pa2 + qb2 > pqc.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàíî
âûïîëíÿòüñÿ. Ïóñòü

a = b = c =
1

10
, p = q =

1

2
.

Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ
1

100
, à â ïðàâîé

1

40
.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíûé êîíòðïðèìåð 7 á.

5. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, a1+a2+. . .+an = 1.
Äîêàæèòå, ÷òî

√
6a1 + 1 +

√
6a2 + 1 + . . .+

√
6an + 1 < n+ 3.

1-é ñïîñîá. Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà
√
6ai + 1 < 3ai + 1 (i =

1, 2, . . . , n).
2-é ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn 6
√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ·

√
y21 + y22 + . . .+ y2n,

ïîëîæèâ xi =
√
6ai + 1 è yi = 1 (i = 1, 2, . . . , n). Ïîëó÷èì

√
6a1 + 1 +

√
6a2 + 1 + . . .+

√
6an + 1 6

√
6 + n ·

√
n < n+ 3.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Åñëè ïðîâåäåíî äîêàçàòåëü-
ñòâî òîëüêî ïðè n = 2, 2 á.


